
This is a digital copy of a book that was preserved for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book' s long journey from the 
publisher to a library and finally to y ou. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that y ou: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 



at |http : //books . google . corn/ 



ScbgEO.M 




/; 



:'' 2 HOBAOE APPIiBTON HAVEN, \ ^ 

K^^îl ^^ Portsmouth, N. H. ^ ^ \ 



w^ 




(ClaM of 1843.) 



'^eccéiJ^a^jdSy. ^^j 






ht 



SCIENCE CENTER LIBRARY 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



NOUVELLES ANNALES 



MATHÉMATIQUES. 



1852. 



Digitized by 



Google 



On souscrit aassi 

A ANGOULÊME. . chez Perez-Lecler. 

BORDEAUX. . . — Chaumas. 

BOURGES — Vermeil. 

BREST — M™* V^® Lefournier. 

LILLE — Vanackère. 

LORIENT. — Leroux-Cassart. 

( — Périsse frères. 

I^YON I -BRUNetCK 

MARSEILLE. . . — M"^« V^« Camoin. 

METZ — Warion. 

MONTPELLIER. — Séwalle. 

NANCY — G- Orimblot et C*. 

i — FoREST aîné. 

NANTES j _ GuÉRAUD. 

ORLÉANS — Gatineau. 

RENNES — • Verdier. 

r — M*"* Fleury. 

ROCHEFORT...J _ p,„„,,.B^,„,,. 

ROUEN — Lebrument. 

— Treuttel et WuRTz. 

— M"* Levrault. 

— Dérivaux. 
TOULON — MoNGE. ' 

— Mlles Gallon sœurs. 

— Privât. 

GlMET. 

LEIPSIG MiCHELSEN. 

{ — Baillièrb. 
LONDRES. . . .J _ DuLAu et C^ Soho-Sqiiare. 

( — BoNNAT, Sarvy et C*^. 

MADRID l „ ' 

( MONIER. 

TURIN — BoccA. 

VIENNE — • ROHRMANN. 

PARIS. — WPBIIIEBIE DE BACHELIER^ 

rue du Jardinet , la. 



Digitized by 



Google 



NOUVELLES AlALES 



DE 



MATHÉMATIQUES. 

JOURNAL DES CANDIDATS 

AMJJL ÉCOIiEli POIiYTECHlVIQIJE ET NORlflAliEt 



Par m. Terquem, 

OiBcler de rUnlversité, Docteur es sciences, Professeur aui Écoles Nationales d'Artillerie, i 



m. Gerono, 

Professeur de Mathématiques. 



TOME ONZIÈME. 



^ PARIS, 



BACHELIER, IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DU BUREAU DES LOHGITDDES , UB l'^COUI KILYTECBNIQUB , ETC. , 

Quai des Augustins, n" 55. 
1852. 



Digitized by 



Google 



*c>c.{>SJO."W 



Digitized by 



Google 



DE 



MATHEMATIQUES. 



LETTRE SUR LE THEOREME DE PYTHAGORE. 



Monsieur le rédacteur, 

Vous m'avez fait Thonneur de me demander, eo faveur 
de vos jeunes lecteurs , un aperçu historique sur ce fa- 
meux théorème portant le nom de Pylhagore (*), qui 
consiste en ce que Le carré construit sur rhypoténuse 



(*) Le plus illustre et le plus ancien des philosophes de la Grèce: il 
vivait vers le milieu du vi® siècle avant J.-C. 

Pour satisfaire à votre demande, je vous proposerai l'étymologie sui- 
vante du nom de Pylhagore, UuBxyofaç peut se déduire; i** du mot 
TlvBotj, Python, nom du serpent combattu et tué par Apollon, d'où 
Tadjectif générique vOBioç, puis le surnom UvBtoçy Pjrthien, donné à 
Apollon , et enfin nt/6a, Delphes, ville consacrée à Apollon Pythien au nom 
duquel s'y rendaient , comme on le sait , des oracles célèbres dans toute 
la Grèce; 2° du mot à^opft/»,, haranf^uer, parler en public, d'où le dérivé 
verbal «7 opstc qui, toutefois, n'existé pdint isolément, et dont le sens 
serait celui adorateur, d'homme qui parle en pahlic. 

Ainsi, par analogie avec Eùa^o/Oâtc, qui parle bien, ïlyvraiy^xç , qui parle 
sagement, et d'autres noms analogues, de même que Xp)i9-/AM^ofM( (forme 
poétique et ionienne), pour XpM9-/Ax7^opA(, signifie celui qui prononce des 
oracles, ou qui parle comme l'oracle , de même Tlyduyofuc peut, à la ri- 
gueur, s'interpréter : celui qui parle comme Apollon Pyihien ou au nom 
d'Apollon Pythien, le Verbe, la Voix d'Apollon Pythien,, 

On interpréterait d'une manière analogue les noms A'6mva>opks, ^tùtyip-Aç, 
E*fp.tiy6p»Çy etc., où figurent, au lieu du surnom d'Apollon, les noms de 
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(6) 
d'un triangle rectangle est équivalent à la somme des 
carrés construits sur les deux autres côtés. 

Plusieurs auteurs modernes ont traité cette ques- 
tion (*), et je n'aurai, pour vous satisfaire, que bien 
peu de chose à ajouter à leurs récits. 

Commençons par le dire 5 il y a beaucoup d'exagéra- 
tion dans la manière dont on raconte les détails mer- 
veilleux de cette célèbre découverte j et la part qui en 
revient à Fillustre. philosophe, si l'on s'en rapporte aux 
témoignages les plus dignes de foi, doit sans aucun doute 
être de beaucoup réduite. 

Clavius, géomètre du commencement du xvii® siècle 
[Euclidis elementorum libriHN ^elc. Francofurdy 1607), 



Minerre, de Japiter, de Mercure, etc. (Conf. Letboi«»e, Mémoire sur les 
noms propes grecs , Académie des Inscriptions et Beîlep'Lettres , tome XIX , 
i'* partie. ) 

Observons d'ailleurs, comme confirmation partielle, que suivant Mal-^ 
chus ou Porphyre ( Vie de PytJiagore, chap. 11, p. 5; Amsterdam, i'707), 
lequel invoque lui-même le témoignage d'un certain Apollonius ( Apollo- 
nius de Tyane si Ton s'en rapportait à Suidas , mais ceci n'est rien moins 
que certain): suivant Malchus donc, la mère de Pythagore se nommait 
Pythaïs, et son père naturel était Apollon lui-môme, bien qu'il eût 
Mnésarque pour père putatif. 

(*) VoiXet principalement E»-H. Stôber : Disserta tio mathematica de 
theoremate pythagorico ; Argentor., 1743. — Voj'es encore F.-Chr. Jetze: 
Diss. inaug. philos, mathematica sistens theor. Pythagorici demonstr. 
plures; Hala&-Magd., 1752.— /.-W. MiiUer: System, zusammenstell. der 
wichtigen bisher bekannten Beweise des Pythag. Lehrsatzes; Nûrn- 
berg, 1819.— J.-J,-!. Hojfmann : Der Pythagor. Lehrs. mit 32 theils 
bekannten , theils neuen Beweisen ; Mainz , 1 82 1 . 

Au reste, ces trois derniers auteurs s'occupent presque exclusivement 
de démontrer le théorème par divers moyens, à l'exception toutefois de 
Millier, qui traite succinctement de l'historique en suivant Stoêber. Quant 
aux démonstrations diverses , celui-ci en donne quinze , Jetze vingt-trois , 
Mûller dix-huit , sans compter les cas particuliers , les généralisations , re- 
marques, etc., et Hoffmann trente-cinq, en comptant trois démonstrations 
postérieurement ajoutées. On peut voir encore J,-G. Camercr: Euclidis 
Elem. librie priores, gr. et lat.; Berlin, 1824. On y trouvera, tome I, 
page 443, plusieurs démonstrations non comprises dans les précédentes. 
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(7) 
me parait s'être fait une idée assez juste à cet égard; et 
je commenc'erai , pour fixer les idées, par rapporter ses 
propres paroles, ou du inoins une traduction, aussi 
exacte qu'il m'est possible de la faire, du passage qui 
exprime son opinion : (c L'invention, dit-il, de ce beau, 
)) de cet adoi^irable théorème , est attribuée à Py thagore, 
» qui, comme l'écrit Vitruve (*) au IX*^ livre de son 
» Architecture y offrit un sacrifice aux Muses en recon- 
» naissance de la brillante découverte qu'elles lui avaient 
» inspirée. Quelques auteurs pensent qu'il immola 
» cent bœufs (**); mais, s'il faut s'en rapporter à Pro- 
» dus (***), c'est un bœuf seulemenjt qu'il offrit. Or, 
» probablement, comme on le croit, ce fut l'étude des 
» nombres qui conduisit Py thagore à la découverte de son 
» théorème. C'est-à-dire qu'ayant considéré avec une pro- 
» fonde attention les propriétés des nombres 3 , 4 7 5 , et 
)> ayant observé que le carré numérique du plus grand 
» d'entre eux était égal aux carrés (****) nimiériques des 
» deux autres , il forma un triangle scalène dont le plus 
» grand côté était divisé en cinq parties égales, le plus petit 
» en trois parties égales aux premières , et , enfin , le côté 
» moyen en quatre des mêmes parties. Puis, cela fait, il 
» examina l'angle compris entre ces deux derniers côtés , 
» et reconnut que c'était un angle droit. Il remarqua la 
» même propriété dans beaucoup d'autres nombres , 

( * ) Vitruve vivait au commencement de notre ère. 

( **) C'est pourquoi le théorème était anciennement connu sous le nom 
d^hécatombe, ou de théorème des cent bœufs. On Ta appelé aussi le mattre de 
la mathématique, et plus simplement et par excellence le théorème de 
Pjr thagore. 

(***) Philosophe et commentateur, vivait au milieu du v® siècle do 
notre ère. Il a fait (en grec), sur les Éléments d'Euclide, quatre livres de 
commentaires qui ont été traduits en latin par Barocci (Padoue, i56o). 

(****) C'est-à-dire à la somme des carres. Cette inexactitude de lan- 
gage est fréquente chez les Anciens. Que la remarque en soit faite ici une 
fois pour toutes. 
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)) comme 6, 8, lo^ 9, 12, i5; etc. C'est pourquoi il 
)) jugea convenable de rechercher si , dans tout triangle 
)) rectangle , le carré du côté opposé à l'angle droit ne 
» serait pas égal aux carrés des deux autres côtés , de la 
» même manière que tous les triangles dont les côtés 
)) étaient entre eux comme les nombres susdits, présen- 
» taient un angle droit. Et c'est ainsi qu'à force de re- 
)) cherches, il parvint, avec une satisfaction indicible, 
» à cet admirable théorème, dont il démontra ensuite la 
» vérité par des raisonnements inattaquables. Cependant 
» Euclide (*) (liv. M, prop. 3i) donna à cette même 
» propriété une extension prodigieuse, en faisant voir 
» qu'elle appartenait également à des figures semblables 
» quelconques, etc. » 

Quant au passage de Vitruve, mentionné par Clavius, 
en voici également la traduction en ce qui regarde la 
partie historique, la seule qui nous intéresse en ce mo- 
'ment: 

« Pythagore, dit cet auteur, a fait connaître une ma- 
» nière de tracer l'angle droit sans employer l'équerre 
yy des ouvriers 5 et cet instrument , que les artistes les 
» plus habiles parviennent à peine à construire exacte- 
» ment, le philosophe, par ses procédés de démonstra- 
)) lion , nous explique une méthode pour le tracer dans 



(*) Célèbre géomètre de la fin du iv® siècle avant J.-C. , auteur des 
Éléments de Géométrie qui forment la base de renseignement de cette 
science dans toutes les écoles. Proclus, dans son commentaire cité plus 
haut (page 7), énumère (à la page 19), à partir de Thaïes, non pas treize 
auteurs d'Éléments qui auraient précédé Euclide, comme Delambre le dit 
à tort dans une note surajoutée à l'article que Daunou a .consacré à Pro- 
clus dans la Biographie universelle de Michaud, mais bien vingt-deux au- 
teurs qui avaient écrit sur la géométrie et sur son histoire. Plusieurs 
parmi eux rédigèrent des Éléments: Hippocrate de Chio, inventeur de 
la quadrature des Lunules qui portent son nom, fut le premier de tous 
(v® siècle avant J.-C); vient ensuite Léon, maître de Néoclide, Theudius 
de Magnésie, et peut-être encore d'autres. 
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)) la perfection. Cette méthode consiste à prendre trois 
» règles, l'une de trois pieds, une autre de quatre, et la 
» troisième de cinq , etc. » 

Vitruve énonce ici les propriétés des aires carrées con- 
struites sur les trois côtés du triangle rectangle formé par 
les trois règles; et il termine en disant que « Pythagore, 
)) ne doutant pas que sa découverte ne fût une inspira- 
» tion des Muses , leur offrit les plus grandes actions de 
» grâces, et même, à ce que l'on dit, leur sacrifia des 
» victimes. » 

Telles sont les paroles de Vitruve. Mais allons plus 
loin, et voyons ce que d'autres auteurs disent de cette dé- 
couverte de Pythagore, ainsi que de diverses autres in- 
ventions également attribuées à 'l'illustre philosophe. 
Voici la version de Plutarque (qui vivait un siècle après 
Vitruve) , dans le livre où il montre Que Von ne saurait 
"vwre heureux en suis^ant la doctrine d*Epicure : « Pytha- 
» gore, dit-il, sacrifia un bœuf au sujet d'une figure de 
» géométrie, comme le dit ApoUodote : 

« Pythagoras , après qu'il eut trouvé 

» Le noble écrit pour lequel bien prouvé , 

» 11 fit d'un bœuf solennel sacrifice , . . . ( * ) 

» soit qu'il ^'agisse ici de la proposition suivant laquelle 
» la puissance (**) de l'hypoténuse est égale à celles des 
» côtés de l'angle droit, soit du problème relatif à l'aire 
» de la parabole (***). » 

On voit ici mentionnée, sous le nom de Pythagore, 
la quadrature de la parabole. Diogène de Laërte , venu un 
siècle après Plutarque, en répétant l'épigramme (****) 

(*) Trad. d'Amyot. 

(**) Le mot S'ufxfjnÇf puissance, signifie ici le carré. 

(***) Pour le sens de ce mot, voyez Vtoc\u& j dans son Commentaire sur 
le 1®'' livre d'Euclide, 1. IV, p. 109, scholie sur la prop. 41- 

(****) En langage moderne , épigramme ne signifie pas autre chose 
C{vCinscription . 
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d' ApoUodote , qu'il nomme ApoUodore, ne fait point 
mention de la parabole : a ApoUodore le logisticien, » 
dit-il (f^ie de Pythagore^ VIII, 12), « rapporte qu'il 
» sacrifia une hécatombe après avoir trouvé que Fhypo- 
» ténuse du triangle rectangle a la même puissance que 
» les deux autres côtés; et, à ce sujet, il cite cette 
» épîgramme : Pythagore, etc., » [à peu de chose près 
dans les mêmes termes (*)]. 

Athénée, contemporain de Diogène de Laërte, répète 
à peu près les paroles de cet* auteur, tant pour le récit 
que pour lépigramme. Notons pourtant eu passant, que 
le titre d'arithméticien , «ç/^^j^t/xo?, donné à ApoUodore 
dans le récit d'Athénée (éd. Casaubon, p. 4 18), y 
remplace celui de logis ticien, Xùyi(mr.ùç (**), employé par 
Diogène. Or, dans le langage de Platon (***) {^voir le 
Gorgias)^ la logistique, science des rapports, diffère es- 
sentiellement de \ arithmétique , science des nombres 
effectifs. Au surplus, ceci est sans aucune importance 
pour la question qui nous occupe; mais ce qui mérite 
attention , c'est que le même Diogène de Laërte rapporte 
d'après Pamphile (****), que Thaïes de Milet (*****), 
(( après avoir appris la géométrie chez les Egyptiens, fut 
» le premier qui démontra l'inscription du triangle rec- 
>) tangle dans le demi-cercle, et qu'à cette occasion il 



(*) Voyez encore V Anthologie des épigrammes grecques , liv. I. 

(**) Signalons encore l'expression jî ô-n'OTtivova^ («Trxit/pà) tmt • opBh 
T^avixr, Vhfpoténuse de l'angle droit, c'est-à-dire le côté qui sous-tend 
l'angle droit; mais, en général, ces variantes n'intéressent que les hellé- 
nistes de profession. 

(***) Florissait du iv® au v® siècle avant notre ère. 

(****) Femme célèbre qui florissait sous Néron*. 

(***''*) Le plus ancien des mathématiciens grecs, philosophe et astro- 
nome; il vivait au commencement du vi® siècle avant notre ère. C'est lui, 
dit Proclus dans son Commentaire (page 19), qui enseigna aux Grecs la 
géométrie dont il avait acquis la connaissance en visitant l'Égyplc. 
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» sacrifia un bœuf 5 mais qu'au reste d'autres auteurs, 
» au nombre desquels on compte Apollodore le logîsti- 
» cien, attribuent le même fait à* Pythagore. » 

Il y a trop d'analogie entre les deux questions dont il 
s'agit ici , ainsi qu'entre l.es deux faits attribués à Pytba- 
gore par Diogène de Laërte parlant d'après Apollodore, 
pour qu'une confusion entre ces deux faits , très-distincts 
malgré leur analogie apparente , ne soit pas extrêmement 
à craindre. Mais , par compensation , nous pouvons citer 
à la gloire de Pythagore , une troisième découverte géo- 
métrique, « certainement bien plus élégante, yA^^uçârf^or , 
» et bien plus digne des Muses, ^ow^kôVeçof, » comme le 
dit Plutarque en la rapportant (Propos de table, lîv. VIII, 
q.a), que celle du théorème relatif au carré de l'hypo- 
ténuse : « c'est le théorème ou plutôt le problème dans 
» lequel , étant données deux figures , on se propose d'en 
») construire une troisième qui soit semblable à l'une des 
)) figures données , et équivalente à la seconde, question 
)) pour laquelle on dit aussi que Pythagore offrit un 
» sacrifice (*). » 

Mais , pour en revenir au théorème primitif qui forme 
ici tout notre objet , nous voyons que le témoignage le plus 
ancien , celui de Vitruve , ne mentionne comme apparte- 
nant à Pythagore, que la découverte du triangle construit 

(*) F. Euclide, liv. VI, prop. 25. — Proclus, au commencement du 
II® liv. de son Commentaire (p. 19 ) , dit généralement que Pythagore rat- 
tacha la géométrie à la philosophie, et en fit une science libérale qui, dès 
lors, fut introduite dans l'éducation. « Il voyait, dit-il, les choses de 
» haut, remontait aux principes, et considérait les théorèmes d'une ma- 
» nière abstraite et dégagée de toute idée matérielle. Ainsi il établit la 
» théorie des quantités incommensurables et celle des Jîgures cosmiques* 
( polyèdres réguliers). Enfin le même Proclus, d'après Eudème le péripa- 
téticien (fin du iv® siècle avant J.-C. ) , attribue encore à Pythagore (p. 99), 
ou du moins à son école , la découverte de la trente-deuxième proposition 
du !•' livre d'Euclide, savoir, que La somme des trois angles d'un triangle 
est égale à deux angles droits. 
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sur les côtés 3, 4^ 5, triangle qui resta célèbre dans 
toute l'antiquité, à Texclusion de tout autre, pour ses 
propriétés remarquables et le caractère en quelque sorte 
sacré qu'on lui attribua. Ainsi, outre la propriété com- 
mune à tous les triangles rectangles, relative aux carrés 
de ses côtés , son aire est égale à 6 ^ et le cube de cette aire 
est égal à la somme des cubes de ses trois côtés (*). Aussi 
est-ce à lui que Platon, au VIIP livre de la République, 
fait allusion lorsqu'il cite le triangle dans lequel le rap- 
port épitritey c'est-à-dire le rapport du quaternaire au 
ternaire^ est relié par le quinaire : tvlrptrùç TtvOfciv vtvrcti't 
avU^uytls. Et il faut voir avec quelle complaisance le prince 
des philosophes développe Jes propriétés et les rapports 
mutuels de ces nombres 3 , 4 » 5 , 6 , lorsque dans son ar- 
deur, plus poétique que philosophique , il va jusqu'à leur 
attribuer une influence fatale sur la destinée des em- 
pires. II faut voir encore avec quel sérieux Aristote (**) , 
cet esprit si positif, entreprend (Po/zV., liv. V , chap. la) 
et poursuit comme une œuvre de la plus haute gravité , 
la réfutation des rêveries mystiques de son maître. 11 faut 
voir enfin Aristide Quintilien (***) (rfe la Musique, 1. III, 
p. i5i), Plutarque en divers endroits [Traité d'Isis et 
d'OsiriSj ch. 29; de la Cessation des Oracles , ch. 24) , cl 
bien d'autres auteurs, célébrer ses perfections, le re- 
garder comme le plus beau des triangles , en un mot , 
le considérer comme le triangle rectangle par excel- 
lence (****). 



( * ) F. Stoëber, p. 27 ; et Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 
25 janvier 1841, p. 211. 

( ** ) Disciple de Platon et chef de l'école péripatéticienne, fin du iv« siècle 
avant notre ère. 

(***) Musicographe grec, vers la fin du 1®' siècle de notre ère. 

(****) Néanmoins, dans le Timée, c'est le triangle rectangle isocèle 
que Platon exalte au-dessus de tous les autres. 
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Mais nous possédons un renseignement dont il ne paraît 
pas que Ton ail encore fait usage dans la question histo- 
rique que nous cherchons à éclaircir ici, et qui me 
semble pourtant avoir pour sa complète élucidation, une 
importance décisive. C'est le commentaire de Proclus sur 
la 47^ proposition du P*^ livre des Eléments d'Euclide, 
ayant pour objet précisément le théorème dont il s'agit , 
mais considéré dans toute sa généralité. Il est vrai que 
Proclus, qui florissait vers le milieu du v** siècle de notre 
ère, est déjà lui-même fort éloigné du fait qui nous occupe ; 
mais comme nous le sommes nous-mêmes encore bien 
davantage , il est incontestable qu'à son époque , les ren- 
seignements devaient être bien plus nombreux et plus 
surs qu'ils ne peuvent l'être aujourd'hui. Or voici com- 
ment s'exprime Proclus dans le commentaire cité : 

({ Lorsqu'on entend parler de ce théorème, dit-il, il 
» n'est pas rare de rencontrer des gens qui , voulant mon- 
» trer leur science en antiquité, le font remonter à Py- 
)) thagore , et vous parlent du sacrifice que ce philosophe 
» offrit pour sa découverte. Quant à moi, après avoir 
)) rendu aux premiers sages qui en ont reconnu la vérité, 
» tout l'honneur qu'ils méritent, je n'hésite pas à dire 
» que je professe une admiration beaucoup plus grande 
» envers l'auteur de ces Eléments, non-seulement pour 
» y avoir attaché une démonstration de la dernière évi- 
u dence, mais encore pour en avoir fait ressortir, en le 
)) soumettant à l'irrésistible puissance de sa savante ana- 
» lyse , un autre théorème beaucoup plus général : c'est 
» celui du VP livre (pr. 3i), où il démontre générale- 
» ment que : Dans les triangles rectangles^ toute figure 
» tracée sur Vhypoténuse est égale à la somme des 
» figures tracées sur les deux autres côtés, pouruu 
)) qu elles soient semblables à la première et sembla- 
» blement disposées, — Observons, en effet, que tous les 
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» carrés sont semblables entre eux , mais que toutes les 
» jQgures reclilignes semblables entre elles ne sont pas 
)) des carres : car il y a une similitude propre aux trian- 
» gles et à tous les autres polygones. Mais dès qu'il est 
» démontré que la figure construite sur Thypoténuse, 
» soit carrée, soit de toute autre forme, est égale aux 
» figures semblables et semblablement construites sur les 
» autres côtés , il en résulte par cela même une démons- 
» tratîon plus générale et plus scientifique pour le seul 
)) carré. On voit en même temps la raison de la généralité 
» de la proposition démontrée : c'est que la rectitude de 
» l'angle entraine l'égalité de la figure construite sur 
» l'hypoténuse, par rapport à toutes les figures sem~ 
» blables, semblablement construites sur les deux autres 
» côtés, de même qu'une plus grande ouverture de l'angle, 
» quand il est obtus, entraîne la supériorité de la pre- 
» mière figure , et qu'une plus petite ouverture de Tangle, 
» quand il est aigu, entraine l'infériorité. Mais il ne s'agit 
» pas de savoir comment se démontre le théorème du 
» VP livre ] c'est ce que l'on verra en son lieu. Quant à 
» présent , bornons-nous à examiner comment la propo- 
» sition actuelle peut être vraie, sans davantage nous 
» occuper de généraliser, puisque nous n'avons encore 
» rien enseigné sur la similitude des figures planes, ni 
» rien démontré entièrement sur les analogies (propor- 
w tions). Au reste, beaucoup de questions que nous 
» avons ainsi traitées partiellement, ont pu être géné- 
» ralisées par la même méthode , tandis que l'auteur des 
» Éléments les démontre par la théorie commune des 
» parallélogrammes. 

)) Comme il y a deux sortes de triangles rectangles , sa- 
» voir, des triangles isocèles et des triangles scalènes, par- 
» Ions d'abord des premiers. Mais il est impossible, dans 
» ces sortes de triangles , de trouver des nombres entiers 
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» qui s'accordent avec les côtés : car il n'y a point de nombre 
» carré qui soit double d'un autre nombre carré , à moins 
» qu'on ne veuille dire que c'est à une unité près , comme 
» le carré de 7, qui est le double du carré de 5 diminué 
» Hun. Dans les triangles scalènes au contraire, il est 
)) possible de trouver des nombres convenables : car nous 
» avons démontré avec évidence que le carré de l'hypo- 
» ténuse est égal à la somme des carrés des côtés qui 
)) comprennent Fangle droit-, et nous avons un exemple 
» d'un pareil triangle dans le Traité Ue la République ^ 
» où les deux côtés de l'angle droit étant 3 et 4 9 l'hypo- 
)) ténuse vaut 5. En effet, le carré de 5 est 25, nombre 
» égal à la somme des nombres 9, carré de 3, et 16 , carré 
)) de 4- Ainsi la question considérée dans les nombres 
» est suffisamment éclaircie. Or, la tradition nous a con- 
» serve certaines méthodes pour trouver de pareils trian- 
)) gles; l'une d'elles est attribuée à Platon, une autre à 
» Pythagore. Dans celle-ci , on commence par prendre 
» un nombre impair pour représenter le petit côté de 
» l'angle droit 5 on l'élève au carré 5 en retranchant une 
)) unité et prenant la moitié, on a pour résultat le plus 
)) grand des deux côtés de l'angle droit •, au contraire, en 
» ajoutant une unité au carré et prenant la moitié, on a 
» l'hypoténuse. Ainsi je prends le nombre 3 5 j'en forme 
)) le carré, j'ai 95 je retranche 1, j'ai 85 je prends la 
» moitié, j'ai 4 • c'est le grand côté de l'angle droit. Je 
)) reprends le carré 9 et j'ajoute i, j'ai 10^ je prends la 
» moitié, j'ai 5 : c'est l'hypoténuse; et j'ai un triangle 
» rectangle formé des côtés 3, 4» ^• 

» Dans la méthode de Platon, on commence' par des 
» nombres pairs. Prenant donc le nombre pair donné , 
» on le pose comme l'un des côtés de l'angle droit, puis 
)) on le divise par 2 et l'on forme le carré de la moitié; 
» en ajoutant une unité, on a l'hypoténuse; au con- 
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» traire, en retranchant une unité, on a le second côté 
» de l'angle droit. Ainsi je prends le nombre 4^ j^ ^^ 
)) divise par 2, et je forme le carré, ce qui reproduit le 
» même nombre 4- Retranchant une unité, j'ai 3; l'a- 
)) joutant, au contraire, j'ai 5 5 et je retrouve ainsi 
» le même triangle déjà obtenu par la première mé- 
» tbode. En effet, c'est la même chose de commencer 
w par 3 ou par 4 5 mais ceci est étranger à la question (*) . 

)) Quant à la démonstration de l'auteur (la démonstra- 
)) tion d'Euclide),* comme elle est très-claire, je pense 
)) qu'il serait superflu d'y rien ajouter, et que l'on peut 
» se contenter de ce qui est écrit; car toutes les fois que 
» Ton a voulu ajouter quelque chose, comme on le voit 
» dans Héron (**) et dans Pappus (***) , on a été obligé 
» de recourir aux démonstrations du VI* livre, et cela 
)) sans aucune nécessité. Passons donc à ce qui suit. » 
(Suit le commentaire sur la proposition réciproque.) 

Quoique ce long commentaire contienne beaucoup de 
détails étrangers à la question actuelle, j'ai cru devoir le 
citer en entier, saisissant cette occasion de donner ainsi 
aux lecteurs une idée de la manière de Proclus. Mais il 
présente aussi certaines circonstances qui me paraissent 
résoudre le débat dans le sens de Clavius. On y voit, en 
effet, dès le début, que Proclus est loin de regarder Py- 
thagore comme étant exclusivement l'auteur de la décou- 

(*) Nous engageons les élèves à réduire en-formules algébriques les 
procédés de Pythagore et de Platon. 

(**) Héron d'Alexandrie,, célèbre géomètre du commencement dii 
11® siècle avant J.-C, s'est occupé surtout de la Géométrie pratique. On 
distingue plusieurs géottiètres de ce nom. 

{***) Autre géomètre célèbre, de la fin du iv* siècle de notre ère. Il a 
composé, en grec, huit livres de Collections mathématiques, dont une 
grande partie nous est parvenue , mais est encore inédite ; la traduction 
latine de cette partie , par Gommandin (Bologne, 1660), a seule été pu- 
bliée intégralement. 
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verte dont il s'agit, et surtout comme ayant établi la 
proposition qui en est l'objet, avec le degré de généralité 
qu'elle a dans Euclide; car, bien que ce soit principale- 
ment en vue du théorème du VP livre, que cet auteur est 
loué et admiré par son commentateur, il n'en est pas 
moins évident que celui-ci ne se serait pas exprimé 
comme il le fait, si seulement il avait cru pouvoir attri- 
buer à Pyihagore l'équivalent de la 47® proposition du 
P^ livre d'Euclide. Mais ce n'est pas tout : on voit ici 
que Pythagore s'est occupé de la décomposition d'un nom- 
bre carré en deux autres nombres carrés , et qu'il a donné 
un procédé (procédé très-particulier) pour trouver des 
nombres satisfaisant à une semblable relation. En y réflé- 
chissant un peu , n'est-on pas naturellement conduit à 
supposer que Pythagore, après avoir reconnu les pro- 
priétés remarquables d'un premier triangle rectangle, 
aura voulu, pour essayer la généralité du résultat qu'il 
avait obtenu, varier les exemples de triangles qui eussent 
entre eux les mêmes relations que les nombres obtenus 
par le procédé qu'il prescrit , afin de s'assurer empirique- 
ment que tous ces triangles étaient également rectan- 
gles? Ce procédé n'est-il pas, je le demande, aussi con- 
forme à la marche de la science, qu'il l'est à l'opinion 
de Clavius? Mais il est bien difficile de croire que, 
n'ayant pas trouvé de formule plus générale pour la dé- 
composition des carrés 5 Pythagore pût avoir acquis la 
conviction mathématique de la vérité du théorème de 
géométrie dont il est question. 

Quoi qu^il en soit , la discussion à laquelle nous venons 
de nous livrer semble devoir assurer à Euclide l'honneur 
d'avoir donné la première démonstration générale et com- 
plète de la proposition relative au carré de l'hypoténuse 5 
et elle nous montre , par un exemple remarquable , com- 
ment les ténèbres que le temps amoncelle autour des faits , 

Ann. de Mathémat.j t. XI. (Janvier 1862. ) 2 
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en viennent à nous les faire apercevoir sous un aspect et 
une couleur qui rendent la vérité entièrement mécon- 
naissable. Et ce n'est pas seulement sur le théorème lui- 
même qu'une pareille altération s'est produite ici : on 
peut voir que la même réaction a eu 15 eu à l'égard de 
cette tradition d'un pompeux sacrifice offert aux dieux , 
tradition restée définitivement attachée au réeit de la 
découverte qui est censée en avoir été l'occasion. En effet, 
suivant le récit de Diogène de Laërte, ce sacrifice ne fut 
pas moindre qu'une hécatombe; mais, d'après Plutarque, 
plus ancien d*un siècle que Diogène de Laërte , nous de- 
vons réduire l'offrande à un seul boeuf-, et enfin, dans 
d'autres récits plus circonspects encore, on ne voit plus 
employer que les expressions fiwOoaiay fiùvBuTîh^ ou sim- 
plement 6iww/, qui, en définitive, en vertu d'une cata- 
chrèse, ne signifient absolument plus qu'un sacrifice quel- 
conque. Et en effet, « comment veut-on », dît Cicéron (de 
la Nature des Dieux j lîv. III), « me faire accroire que 
)> Pythagore eût pu sacrifier un bœuf en l'honneur des 
» Muses , lorsqu'il est constant , au contraire , qu'il refusa 
» d'immoler une victime sur l'autel d'Apollon Délien , 
» voulant éviter ainsi de répandre le sang? » 

Cette incrédulité de l'orateur romain, Suidas (*) la 
justifie en ces termes : a Pythagore {**) , dit-il, défendit 
» d'immoler aux dieux des victimes sanglantes : on ne 
» devait se prosterner que devant un autel immaculé. » 

Au milieu de ces contradictions , nous trouvons cepen- 
dant un moyen de concilier les témoignages ; et ce moyen, 
c'est Porphyre (***) (ou Malchus, Fie de Pythagore^ 



(*) Grammairien et compilateur, de la fin du x® siècle de notre ère. 

( ** ) F. ce mot dans Suidas. 

(***) Il vivait dans la dernière moitié du iii® siècle de notre ère. 



Digitized by 



Google 



( ^9) 
ch. â6) qui vient nous Foârir ^ ' écoutons cet auteur: 
« Les sacrifices qu'il offrait aux dieux, dît Porphyre, 
» n'avaient rien de cruel. Pour apaiser les dieux , il 
» offrait des pams , des gâteaux, de l'encens, de la 

» myrrhe, mais jamais d'animaux Les auteurs les 

» plus dignes de foi disent qu'il offrit un bœuf de pâte 
» de froment après avoir découvert que la puissance de 
)) l'hypoténuse du triangle rectangle était égale à celles 
» des deux autres côtés. » 

Au reste , ce genre d'offrande ou de sacrifice était d'un 
usage très-commun dans l'antiquité, principalement chez 
les pythagoriciens. Ainsi, au rapport d* Athénée (Banquet 
des Sages jliv, I, § 3), « Empédocle d'Agrigente (*), vain- 
» queur aux jeux olympiques dans la course des chevaux, 
» devant, en sa qualité de pythagoricien, s'abstenir de 
» toute nourriture animale, fit préparer un bœuf factice 
)) assaisonné de myrrhe, d'encens et d'autres parfums 
» précieux, et le fit distribuer à la foule assemblée de 
)) tous les points de la Grèce pour assister au concours. » 

Philostrate (**) [dans la He d'Jlpollonius {**''), l.I, 
ch. i^**], et, d'après lui. Suidas, parlent dans le même 
sens : « Le bœuf de pâte qu'il fit, à ce que Ton dit, disi- 
» tribuer à Olympie sous forme de gâteaux, prouve 
» bien qu'il était de la secte de Pythagore (***♦), » 

Ainsi, en résumé, on voit que cette fameuse béca- 



( * ) Philosophe qui Tivaît Tcrs le milieu du v* siècle avant J.-C. 

(**) Fin du II® siècle de notre ère. 

(***) Apollonius deTyane, célèbre thaumaturge: milieu du i*"' siècle 
de notre ère. 

(****) Liebhard, dans une dissertation sur Tangle inscrit dans le demi- 
cercle, prétend expliquer le fait en litige en supposant que Voffrande d'un 
bœuf ou de cent bœufs doit s'entendre d'autant de pièces de monnaie sur 
lesquelles les Athéniens représentaient un bœnf, dont, par suite, elles 
prenaient le nom. 

2. 
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tombe, sur laquelle on a fait tant de commentaires, se 
réduit à un bœuf.... Je pain d*épice. 

Agréez, monsieur le rédacteur, etc., 

A.-J.-H. VINCENT, 

De rinstitut national. 

P, S, — Je crois devoir ajouter ici une Note relative 
à la décomposition d'un nombre carré en deux autres 
nombres carrés, problème dont il a été parlé plus haut. 
Nous avons dit que la solution de Pythagore était très- 
particulière^ celle de Platon, qui la complète sous un 
certain rapport, l'est également. M. Biot, dans deux ar- 
ticles sur les Gromatici ueteres (Arpenteurs romains) , 
insérés aux cahiers d'avril et mai 1849 du Journal des 
Say^antSy a donné, sur la généralisation de cette solution, 
des détails curieux que nous devons recommander aux 
lecteurs. L'illustre géoniètre a également traité la ques- 
tion, mais avec plus de détails, dans les Comptes rendus 
des séances de V Académie des Sciences (7 mai 1849). H y 
rappelle la Sa® proposition duP"^ livre de Diophante (*) , 
qui a un but analogue, et la page 4^6 du remarquable 
ouvrage de M. Chasles, intitulé : Aperçu historique sur 
r origine et le déi^eloppement des méthodes en géométrie. 
Ce savant mathématicien donne dans son ouvrage, une 
règle de Brahmegupta (**) , qui revient à celle de Dio- 
phante, et comprend comme cas particuliers les deux 
règles données par Pythagore et Platon. Enfin , M. Poinsot 



(*) Célèbre mathématicien grec du iv® siècle de notre ère. On a de lui 
six liTres ( sur treize qu'il avait composés ) de questions arithmétiques , ci 
un livre sur les nombres polygones. Ils ont été publiés pour la première 
fois par Bachet de Méziriac (Paris , 162O , et depuis, avec de savants com- 
mentaires, par rillustre Fermât ( Toulouse , 1670). 

( **) Géomètre indien du vi« ou vu® siècle de notre ère. 



Digitized by 



Google 



( 21 ) 

(même séance de l'Académie des Sciences) a donné, pour 
la décomposition d'un carré en deux autres, une méthode 
aussi générale que simple; 

A cette occasion, je me permettrai d'indiquer aussi une 
méthode très-générale, qui , en ne distinguant ni les nom- 
bres pairs des nombres impairs , ni le plus petit et le plus 
grand des deux carrés partiels, a, par conséquent, l'a- 
vantage de les traiter symétriquement. 

Pour satisfaire à l'équation 

faisons 

a?r=/--f-«, jr^zÂ-^b, zz= k -h a -\- b ; 

la transformation sera toujours possible (*) : car, de ces 
relations, on tire 

a=: z — jr, b zzz z — a: , fk=x-^y — z, 

valeurs entières et positives en même temps que x^ j^ z. 
Substituant dans l'équation proposée, on a, toute sim- 
plification faite, 

h''z=:iab. 

Il suffit donc, pour avoir toutes les solutions de la ques- 
tion , et , par conséquent , tous les triangles possibles eu 
nombres entiers, (ïe prendre pour h tous les nombres 
pairs possibles, et de décomposer W" de toutes les manières 
possibles en deux facteurs dont l'un devra être fait égal 
à ia (ou ai), et l'autre à i (ou ^). Comme, d'ailleurs, 
on peut se borner à chercher les triangles primitifs, cVst- 
à-dire les triangles dont les côtés sont représentés par des 
nombres premiers entre eux (car les autres se ramènent 
à cçux-là) , on aura égard aux seules décompositions dans 
lesquelles les facteurs de A* sont premiers entre eux, et 

( * ) Elle est également applicable à l'équation x" 4-^"» = ««. 
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par conséquent l'un pair et l'autre impair. Avec cette 
restriction, Tun des nombres a ou i, et par suite l'un 
des côtés de l'angle droit, x ou y, est lui-même toujours 
nécessairement pair et l'autre impair, et par suite, z^ ou 
Thypoténuse, est toujours impair. 
Par exemple , soit 

^ = 2, d*où i^' = 47 « = 2, 6=i: 
il en résulte 

Soit encore 

A = 4 » *l'où fl = 8 , 6 = I : 
il en résulte 

X=r 12, .J^=i5, 2=l3. 

Et ainsi de suite. 

L'hypothèse /c = 6 donnerait les deux triangles 8 , 1 5 , 
^7î ^^ 7» 214? ^5; etc., etc. 

EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE A H. TERQUEM, 

Par m. J.-A. SERRET, 

Examinateur d'admission à l'École Polytechnique. 



« J'ai eu plusieurs fois Toccasion de constater, en fai- 
» sant les examens d'admission à l'École Polytechnique, 
)) que les candidats ne connaissent que des démonstra- 
)) tions défectueuses, à tous égards, des formules sur 
» lesquelles repose la construction des Tables de Ipga- 
» rithmes. Peut-être jugerez-vous utile, au point de vue 
j) de l'enseignement , et dans l'intérêt des candidats , de 
» publier les détails que je vous envoie à ce sujet. » 
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I. 

Développement en série rie — 1 (i — u), où u est un 
nombre positif inférieur à i . 

Soit X une quantité que nous ferons varier depuis 
X = o jusqu'à x=u'^ u est une constante positive in- 
férieure à I. Posons 

(,) /(x)=-/(,-x)n; 

la dérivée f'(x) de f(x) a pour valeur » et Ton 

peut écrire 

(2) f'(x)=: 14- j; + .r"^-f-... +^-14-— f 



Posons aussi 

(3) y(x)=r-4--+^-h... -+--, 

^12 3 n 

et désignons par (f'{x) la dérivée du polynôme (f{x)\ 
on aura 

(4) (j>'(;r)=rl 4- j; 4.x* 4-... + x^-\ 

En retranchant l'équation (4) de l'équation (2), il vient 
/'(x)-f(x) = ^. 

Le second membre de cette équation est positif, et il est 

moindre que ? tant que x n'est pas égal à a; on a 

donc 

(5) . /'(x)-?'(x)>o, 

(6) /'(:.) _^'{x)--fl-<o. 



[*] La caractéristique / désigne exclusivement les logarithmes népériens, 
c'est-à-dire ceux dont la base est e = 3 ,7 1828 .... 
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Ces inégalités montrent que les fonctions f{x) — <f (x) 

et /(^) — ?(^) — (^TjTTyiT^T)' s^*^^' ^^ première 
croissante, la deuxième décroissante, quand x croit de o 
à u. En effet , la première de ces fonctions a une dérivée 
constamment positive (inégalité 5 ), tandis que la deuxième 
a une dérivée constamment négative (inégalité 6). D'ail- 
leurs les fonctions dont il s'agit sont nulles pour x = o , 
donc , pour x =: m , la première est positive et la deuxième 
est négative. Ainsi on a 

/(w) — y(a)>o, ^ ' 

/(^^)-?(^)-( ,^;^^^;^^) <o, 



ou 






(« + (!-«)' 
c'est-à-dire que f{ii) est égal à (f[ii) augmenté d'une 

quantité positive moindre que -. r- r ] cette quan- 

tité peut évidemment se représenter par 6 -, — r ? 

en désignant par 9 une fraction comprise entre o et i . 
D'après cela , on a 

ou 

La quantité m étant inférieure à i , on voit que 

; r tend vers zéro a mesure que n aufimiente 

indéfiniment. On a donc 
8) _/(,_«) = -+_ + _ + ..., 
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formule dont le second membre est une série convergente, 
tant que l'on a m < i . 

II. 

Dév^eloppement en série ûfe 1 (i-f- u) , om u e^t m« nombre 
positif égal ou inférieur à i . 

Soit X une quantité variable entre les limites o et m ; 
u est une constante positive égale ou inférieure à i. 
Posons 

(i) f[x) = i{i^xy, 

la dérivée f'{x) de f(x) a pour valeur -, et l'on 

peut écrire ces deux égalités , 



Posons aussi 

(3) y(x)=---- + __...±-, 

et désignons par (f'(x) la dérivée du polynôme (f{x) 5 
nous aurons 

(4) y'(x) = 1 -— or -f- j:'— . . . d=JC^-'. 

En retranchant l'équation (4) de chacune des équations (2) , 
on obtient 

(6) /'(x)-(p'(^)dz:c» = ±- 



I -f- X 



Les seconds membres de ces deux équations sont de signes 
contraires \ par conséquent, les deux fonctions f[x) — 9 [x] 
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et f(x) — (f (x) =h 5 ayant leurs dérivées de signes 

contraires, sont Tune croissante, Tautre décroissante, 
quand x croît de o à u. Or les deux fonctions dont il 
s'agit sont nulles pour .r = o ; (Jonc , pour x =• ii , elles 
sont de signes contraires. On a donc 

/(a) — (p(tt)>o, 

ou 

/(") — ?(")<o» 

• /(,.)'-y(i.)±;^>0. 

Dans les deux cas on peut écrire, en désignant par 6 un 
nombre positif inférieur à i , 

c'est-à-dire 

^" ^ ' I 2 3 n ^^/ï-f- I 

La quantité u étant égale ou inférieure à i , tend 

vers zéro, à mesure que n augmente indéfiniment. On 
a donc 

(8) /(, + «) = --^^ + --.-...,, 

formule dont le second membre est une série convergente 
tant que l'on aM<;iouM=i. 

Remarque. Il résulte , de ce qui précède, que l'on a 

pour toute valeur u àe x comprise entre — i et -+- i . 
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Cette formule a lieu encore pour .r = i , et même pour 
a: = — I , car, dans ce cas , les deux membres sont 
infinis. 

m. 

Calcul des logarithmes népériens. 
Reprenons les deux formules 

/(, + «) = ---+3— .... 
il vient, en ajoutant et observant que 

^ ' ^ ' I — u 

(") 'T:r-u = -[i+3-^J + -'-y 

La quantité étant plus grande que i , posons 

14-M. , AN+A 

d'où 



= ' + N = -N-' 



h 



"aN + A' 
l'équation (i) devient, en observant que 

/— ti = /(N-|-A)-/N, 

(a) /(N+A)=/N+.[^+ j^-^^+^^^^H-...]. 

Cette formule, où N et A désignent deux nombres positifs 
quelconques, permet de calculer /(N-f-A) quand o» 
connaît /N. 
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Si Ton néglige, dans le second membre de Téquation (2), 

tous les termes qui suivent 2 t-t — ;: , , . - ? Ter- 

^ . (2Z+ l)(2N + /0'*'*'' 

reur commise sera évidemment moindre que 

^(2i4-3)(2N + Â)^'-*-'|/"^\2N-h7*/ '^\2N4-/i/ "^"j' 
c'est-à-dire moindre que 

h^ 

2 (2 / 4- 3) N (N + A ) (2 N -h /î)"'-+-'* 

En particulier, si l'on néglige , dans la série de l'équa- 
tion (2), tous les termes qui suivent le premier, et que 
l'on écrive simplement 

(3) /(N.^/0 = /N^^-^^, 

1 erreur commise sera moindre que ^^j^^—^^j:^—-^y 

et, à plus forte raison, moindre que ^ ( ^ ) * 

En faisant N = i et h = i dans l'équation (2), on 
obtient 



/2 



"" ^ \ 3 "^ 373"^ "*" 5^ "*" ^ "^ • • • ) ' 



ce qui donne , en prenant neuf décimales , 
/2 = 0,693147180. 

Le logarithme de 2 étant connu, la formule (2) per- 
mettra de calculer successivement les logarithmes népé- 
riens de tous les nombres entiers. 

Faisons, par exemple, N == 8 et h = i dans l'équa- 
tion (2)5 il vient 

/io = /8+2(i + ^ + ^+...y 
Cette formule donne la valeur de / = 1 o , car Z 8 = 3 / 2 5 
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OU trouve , en prenant neuf décimales , 
/ 10 = 2,3o2585o93. 

IV, 

Calcul des logarithmes vulgaires. 

Le module M des logarithmes vulgaires est l'inverse 
du logarithme népérien de lo^ on a donc 

~ 2,3o2585o93' 
ou, en effectuant la division, 
{i) M = 0,434294482. 

Le module une fois connu , il est aisé de calculer les 
logarithmes vulgaires des nombres. En effet, les loga- 
rithmes vulgaires, que nous dénoterons à l'aide de la 
caractéristique log, s'obtiennent en multipliant par M 
les logarithmes népériens; par conséquent, l'équation (2) 
du paragraphe précédent donnera 

En faisant A = i , cette formule devient 

(3) log(N + .)=logN + ^M[^^ + 3^-^,+...]. 

A l'aide de cette équation (3) on pourra calculer succes- 
sivement les logarithmes des nombres compris entre 1 et 
10, ou entre 100 et 1000 , ou généralement compris entre 
deux puissances quelconques de lo. 

On abrège considérablement les calculs en faisant usage 
de la méthode des différences, dont nous n'avons pas à 
parler ici. Les calculateurs qui ont construit les Tables 
que nous possédons, ont employé les équations (2) et (3), 
ainsi que quelques autres qui se déduisent de celles-ci par 
des transformations faciles , et qui renferment des séries 
plus convergentes. Si, par exemple, on remplace N par 
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N« — I ^ dans l'équation (3) , elle devient 

logN' = log(N'-.)H-2M[^3^ + ^ 



ou 



r • ' ' 1 

La série qui entre dans le second membre de cette équa- 
tion (4) est très-convergente-, en se bornant au premier 
terme de cette série, l'erreur que l'on commet ne peut 
affecter la dixième décimale , si N est égal ou supérieur 
à 2o. L'équation (4) peut servir à calculer iog (N -f- i) 
quand on connaît logN et logN — i; elle donne aussi 
le moyen àe calculer successivement les logarithmes des 
nombres premiers. En effet, supposons que N soit un 
nombre premier, et que les logarithmes des nombres pre- 
miers inférieurs à N soient connus, l'équation (3) fera 
connaître Iog N , car N -f- 1 et N — i étant des nombres 
composés de facteurs premiers inférieurs à N, leurs loga- 
rithmes s'obtiendront par de simples additions. 

Pour calculer les logarithmes des premiers nombres 
2,3, etc. , il faudrait prendre plusieurs termes dans la 
série qui entre dans le second membre de celle des for- 
mules (a), (3) ou (4) que l'on emploie-, mais on peut, par 
des artifices convenables, obtenir pour ces cas particuliers 
des séries beaucoup plus convergentes , dans lesquelles on 
pourra se borner au premier terme , ou aux deux pre- 
miers termes. Nous allons en présenter deux exemples. 

Premier exemple. On demande le logarithme de 2 
€i{^ec douze décini€iles. On fera N= looo et /z=24, 
dans Téquation (2), qui devient 

Iog 1024 = Iog ,000 + 2M [^ + i (^y-f. ..] ; 
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or 1024=2*^5 log 1024 = loïog 2, log 1000 = 3; donc 

^ 2Mr 24 I / 24 \^ -| 

° la L2024 3 \2024/ J 

et il est aisé de voir que les deux premiers termes de la 
série du second membre suffisent pour obtenir log2 
avec douze décimales. 

Second exemple. On demande le logarithme de 3 a\^ec 
dix décimales. On fera N = 65536 et A == 74 ^^^^ ^'^" 
quation (2), qui devient 

log656io = log65536+2MY-^^^|^-4- . . .\ -, 
or 656io = 3'*X 1O5 65536= 2**-, donc • 

81og34-. = i61og. + .M(^4-...), 



ou 



log3 = 2log2-o,i25 + Ç(:^jf^g+...), 

et il est aisé de voir que le premier terme de la série du 
second membre suffit pour qu'on puisse calculer log3 
avec dix décimales. 

Nous nous bornerons aux deux exemples qui précèdent ; 
mais nous croyons devoir rappeler ici que M. Koralek a 
fait connaître récemment un procédé très-ingénieux qui 
permet de calculer rapidement, avec sept décimales, le 
logarithme vulgaire d'un nombre quelconque compris 
entre i et 1 0000000. La méthode de M. Koralek exige 
seulement que Ton connaisse le module M et les loga- 
rithmes des cinq nombres 2, 3 , 7, 11, i3. 

V. 

Sur la proportion qu'on établit entre les petits accroisse' 
ments d'un nombre et les accroissements correspon- 
dants de son logarithme. 

Quand on fait usage des Tables de logarithmes, on 
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admet que les petits accroissements du logarithme d'un 
nombre N ]> i o ooo sont proportionnels aux accTvisse- 
ments correspondants de N. 

Nous allons démontrer que l'erreur commise, en appli- 
quant ce principe, ne peut avoir d'influence sur la sep- 
tième décimale du logarithme que Ton calcule. 

Nous avons établi la formule 

^ ' 1 2 3 72 ^^ « -h I 

OÙ 9 est un nombre compris entre o et i . 

Si M désigne le module des logarithmes vulgaires, on 
déduit, de cette formule, 

log(n- «) = M «-■- + - 



2 3 * ' * n "^/z-f-iy ' 

et, en faisant w == i, 

/ «^ \ ■ 
log ( I -f- a) =r M I a I • 

Posons successivement M = - 9 u = -\ et désignons 

par a et 6 les valeurs comprises entre o et i que prend 
alors 6 ^ on aura 

(•) log(N + i)-logN = M(i-^), 

(2) log(N+A)-logN=M(|-||;). 

Désignons par A la différence tabulaire 
log(N-h i) — logN; 
et par D la différence 

log (N 4-/0- log N; 
on déduira , des équations (i) et (a), 

ol/i — ^/i' 



D— A^ = M 



2N 
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Or nous supposons A <^ 1 5 cz A — 6 A* est donc, en valeur 
absolue, moindre que i ^ M est aussi plus petît que 1 et 

même plus petit que -•, N* est au moins égal à loooo*, 

c'est-à-dire au moins égal à 1 00000000. Donc, en prenant 
D — àh =z o, 

c'est-à-dire en admettant la proportion 

Terreur que Ton commet est certainement plus petite que 
le quart d'une unité du huitième ordre décimal. 



CONCOURS D'AGRÉGATION AUX LYCÉES, ANNÉE 1851 {*)-, 

Par m. dieu, 

Agrégé, docteur es sciences. 



COMPOSITION D ANALYSE. 

Le sujet de cette composition a été : 

Trouver V équation différentielle des courbes planes 
qui, enroulées sur un cylindre droit à base circulaire, 
donnent des courbes dont le rayon de première courbure 
est constant. 

Montrer que, dans le cas particulier ou le rajon de 
première courbure est égal au rayon de la base du cy- 
lindre , r intégration de l'équation différentielle se ra- 
mène à une simple quadrature, et discuter la formule» 

Mais , comme rien ne nous oblige à des restrictions qui 
ont sans doute pour cause la brièveté du temps accordé 

(*) Ce problème a été aussi résolu par M. Moncourl (Eugène), élève 
de l'École Normale. 

de Mathémat,, t. XI. (Janvier i85î.) 3 
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aux candidats , nous substituerons à l'énoucé précédent 
celui qui suit : 

Déterminer les transformées planes des courbes tra- 
cées sur un cylindre de résolution, dont le rayon de 
courbure est constant, 

a représentant le rayon constant, les coordonnées rec- 
tangulaires des points de ces courbes doivent, 'd'après une 
formule connue, satisfaire à l'équation différentielle 

( [dy d^ z--- dzd^xY -{- {dzd^x — dxd^z)" 
(«) < . , ds' 



j -f- (d.vd^x — dfd^xy =: ~ ? 

dans laquelle la variable indépendante est quelconque. 
L'axe du cylindre étant pris pour axe des z , supposons 

qu'on développe sa surface sur le plan zx^ à partir de la 
génératrice AA', et soit Mi la position que prend le point 

M(Xjy, z) qui se projetait en M' sur xy. Désignons par 
(f l'angle M'OX , par ^ , yj les coordonnées de M, relative- 
ment à AX et AA', prises pour axes de coordonnées dans 

le plan zx^ enfin par R le rayon du cylindre. 

Z 
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On peut regarder l'are Rç = Ç comme la variable in- 
dépendante de Téquation (i) , el, à ce point de vue, de 

j: = R cos ç , ^ = R sin ^ , 
on tire 

flx = — sin<p.£fH, (ly = cos^.r/Ç, 
cos 9 sin Q> 

D'ailleurs, il 'est évident que 

dz=:dn^ d'z = d'fi et ds^ = d^^ ^- dn\ 
D'après ces formules, Téqualibn (i) donne 

(2) {di' -^ dn') dV -h ^' (d^ydV =^^{dV -h dn% 

qui représente les transformées planes , et de laquelle on 
déduit 

,3, •(-)• = „. V.,[(i±^--,^]. 

en posant 

dvi , 

Les deux valeurs de — j données en général par cette 

équation , deviennent égales et en même temps nulles , 
pour celles de r! qui sont déterminées par 

(4) {n-'.")'-^ = o; 

et comme ces dernières valeurs , savoir, 

sont constantes, de telle sorte qu'on en tire 

3. 
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Téquation (4) est une intégrale singulière de l'é<]ua- 
tîon (3), pourvu qu'elle ne rentre pas dans l'intégrale 
générale. 

Quoi qu'il en soit, l'intégrale générale de Téquation (4) , 
qui est 



^v^ 



ï} = ±:Çy±g— I -f- const. , 

satisfait à l'équation (3), et elle donne, en prenant -f- 

devant - : 
K 

1^. Si a>R 5 deux droites correspondantes aux hélices 

coupant les génératrices du cylindre sous l'angle dont le 

cosinus est Kl , et dont deux se croisent en chaque 

point de sa surface \ 

2*^. Si a = R, une parallèle à AÇ correspondante aux 
sections circulaires auxquelles les hélices se réduisent 
quand l'angle atteint 90 degrés -, 

3°. Si a est infini , une perpendiculaire à A Ç corres- 
pondante aux sections rectilignes sur lesquelles on doit 
tomber quand l'angle est nul. 

L'équation (3) étant du premier ordre, on peut immé- 
diatement prendre n' pour variable indépendante. Si l'on 
pose 

»ï' = tang.;(/, 

de sorte que ^ désigne l'angle qu'une parallèle menée de 
l'origine A , à unç partie déterminée de la tangente en 
chaque point (Ç , y?) de la courbe , fait avec Af , on trouve 
facilement 

(5) rfï = ±- ""''•'"'-- 



V-'i- 



COS^i|' 
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à quoi il faut joindre 

(6) cin = ±—— ^^ ^ , 

en prenant ensemble, soit les signes supérieurs, soit les 
signes inférieurs. 

Quelle que soit la valeur du rapport ~ ? y} ne peut s'ex- 
primer sous forme finie, en fonction de if, que par une 
intégrale définie ou par les notations des fonctions ellip- 
tiques ; si - ^ I , il en est de même de Ç ; et seulement 

lorsque a = R, J s'exprime par un logarithme. 

i". Soit a>>R. ^p' étant le plus petit arc positif dont 

, . . /R d^ clri ... I 

le cosinus soit y — > -rj et — sont imaginaires pour les 

valeurs de <j/ de o à ip', réels pour les valeurs de ^p' à 
TT — ip', puis redeviennent imaginaires quand ^ dépasse 
cette dernière valeur à laquelle on peut s'arrêter. 
En posant , pour abréger, 



v/ 



a' 



on a 



(7) , = c±af*^^,^, 



et 



(8) r,=c'±aJ^'^H^, 

c et c' désignant deux constantes arbitraires, qui sont les 
valeurs de ^ et n pour ^ = \^'. 

Si l'on considère premièrement le signe -f- devant les 
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intégrales définies 5 lorsqu'on fait croître ?|/ de ip' à -9 ^ et rj 

croissent depuis les valeurs c et c' [C] jusqu'à de certaines 

valeurs rf et rf' [D] 5 et lorsque ^ croît de - à tt — i^\ \ 

décroît de ^ à c, tandis que n continue de croître jusqu'à 
c'-f- 2 {(V— c') = ^d}—c* [E]. En effet, on a, d'une 
part , 



Jr'^"^ cos\|;.<5?\|; /"^ coSi{».€/«|* /•2COS4/. 



1 



d'où 






et , d'autre part , 



= 0; 



/"^--^'sinf^ __ _ /"•'^'sinj^^ _ Tâsinf^ 

X ^ ~ X ^ "~X H^ 



d^ 



1 
d'où 






r/^p 



La courbe a donc un arc qui va de C à E , à droite de CE 
parallèle à Ayj. Cet arc tourne sa concavité vers la corde 
CE. et ses deux parties CD, DE sont égales, car l'incli- 
naison de la tangente sur la corde CE est égale à ^' 

au point C, diminue jusqu'en D, où elle devient nulle, 
puis reprend de D à E, dans un ordre inverse, les mêmes 
valeurs que C à D. Si Ton passe du signe -f- au signe — 
devant les intégrales définies des équations (7) et (8), 
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pour une même valeur de ^^ ^ — c et rj — c changent 
seulement de signes; la courbe a donc un autre arc CD'F/ 
qui, en tournant de i8o degrés dans le plan autour du 
point C, irait coïncider avec CDE, et le point C est à la 
fois un centre et un point d'inflexion. 

2°. Soit a<^R. — et -7^ ne deviennent imaginaires 

pour aucune valeur de çf'? et il convient de remplacer, 
dans les équations (7) et (8), la limite ^' des intégrales 
définies par zéro. En prenant successivement les signes -|- 
et — , les valeurs de ?|/, depuis zéro jusqu'à tt, donnent 
un arc pareil à EDCD'E', mais les tangentes aux points 
extrêmes sont parallèles à A|. Les valeurs depuis tt 
jusqu'à 2 7r donnent un arc égal à celui-là, avec lequel il 
irait coïncider par une demi- révolution autour de la per- 
pendiculaire à A^, passant par les. points de raccord-, et 
cette droite, ainsi que la parallèfe menée à A 2 par le 
point de croisement des deux arcs , est un axe de symé- 
trie. Enfin , les valeurs de (|/ , supérieures à 2 tt , ne donne- 
raient rien de plus que celles de zéro à 2 tt, car les inté- 



grales définies 



^ cos \p w/\p r^ sin "^.cl^ 



pcoM^ et f 
Jo ^ Jo 



sont évidem- 



ment des fonctions de t{;, dont les valeurs ne changent 
pas lorsqu'on augmente ^ de 27:. 



> 




^ 


""^""1 


^^ — ÏT G 

r _ , K 


. ..^ 


A<~Zi H 


K .j:i/„ 


" ^ 


H' 


__^' 


K...^ 




P' 



L' 
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3^. Soit a = R. On a , d'après les équatious (5) et (6), 

V2 \ sin i|; / 

dt croissaDt de zéro à ~? 

* 2 

g varie de ±oo à e i-^r log (y/T — i ) ; 

et ^ continuant de croître jusqu'à tt, J reprend les mêmes 
valeurs dans l'ordre inverse. /;, au contraire, varie tou- 
jours dans le même sens depuis c' jusqu'à c'ihR V2.F( "7= j 

[notations de Legenàre]^ D'après cela, en prenant les 
signes -f-, on a la branche GFH; et, en prenant les 
signes — , la branche G'F'H'. De plus, les droites FK, 

F'K', représentées par les équations y? = c'±-pF( -7= ) j 

sont des axes de symétrie des deux branches concaves, 
Tune et l'autre, vers ces droites-, les droites N, P et P', 

représentées par yj = c' et y7 = c'zbR\/2F("~F)> sont 

des asymptotes; et le point N (c, c') , où FF' coupe la 
droite N, est un centre. 

Si l'on donne à ^ des valeurs comprises entre iki: et 
(2 /: -f- 1) TT [ft étant un nombre entier quelconque], | efe 
m sont réels; et ^, étant un arc compris entre zéro et rc , 
^ a des valeurs égales pour ^ = ^, et (|^ = 2/r7rH-(|;,, 
tandis que les valeurs correspondantes de m diffèrent de 

4 A . -T^ . F ( -7= I . On a donc , pour ces valeurs de J/ , une 

v/2 VV^/ 
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couple de bi anches , avec lesquelles celles qu'on a d'abord 
trouvées iraient coïncider, si on les faisait glisser dans le 
plan, parallèlement à A>3, de manière que les coordon- 
nées m s'accrussent toutes de 4^-"7='P ( -p )• 

Les courbes que nous venons d'obtenir par la discussion 
sommaire des trois cas que présentent les deux paramètres 
« et R , ne cessent pas , en raison de ce que le cylindre est 
de révolution , d'être des transformées de courbes situées 
isur le cylindre, et ayant le rayon de courbure constante, 

lorsqu'on les fait glisser sur le plan zx^ de manière que 
tous leurs points décrivent en même temps des droites 
parallèles et égales. D'après cela, on peut joindre à l'arc 
EDD'E', trouvé dans le cas de a>R, l'arc ED'D;E', 
symétrique par rapport à EE'; et aux branches infinies 
. GH, CH', trouvées dans le cas de a = R, les branches 
symétriques par rapport à la perpendiculaire LL' menée 
de N à AÇ. On peut aussi raccorder les arcs, ou les 
branches infinies, par les points où les tangentes sont 
parallèles entre elles , de telle sorte qu'elles viennent se 
confondre par le raccord. Toutes les combinaisons que 
l'on imaginera donneront toujours des courbes qui sa- 
tisferont aux équations différentielles (3), (5) et (6), et 
Ton pourra les déduire des équations (7) et (8) , et de celles 
qui se rapportent au cas de a = R , en changeant les 
constantes arbitraires, les limites des intégrales, ou la 
manière de prendre les signes doubles. 

En résumé, par chaque point M d'un cylindre de 
révolution de rayon R : 

I**. Si a >R, il y a deux courbes symétriques par 
rapport au plan du point M et de l'axe du cylindre , qui 
jouissent (outre les deux hélices) de la propriété d'avoir 
le rayon de courbure constant a , pour toute valeur ne 
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dépassant pas ^' de l'angle sous lequel la courbe de- 
vra couper en M la génératrice ; 

a*'. SiaJJR, ces deux courbes existent pour toutes 



les valeurs de cet angle, depuis zéro jusqu'à - ; et la section 

droite du cylindre s'y joint, à cette dernière limite, quand 
a = R (il n'y a pas d'hélice). 

Rectification. — Les équations (5) et (6) donnent 



V/-E. 



COS^\p 



s ; 



donc, lorsque a'^R, l'arc s ne peut, de même que ^ 

et >?, s'exprimer en fonction de ^ que par une intégrale 
définie ou par les notations des fonctions elliptiques. 
Mais , quand a = R , on a 

cls == . - - - 9 

sin \|; V I -H cos* \p 
et il vient, en intégrant, 

R , /i/i -Hcos'J^ — i/â.cosiJ/X 

'=r.H ^îm; ^j' 

si l'on prend pour l'origine de l'arc s l'un des points où 
la tangente est perpendiculaire à A |. 

^ire. — Soit d'abord a R. Si l'on désigne par Ç,, 

y?, les coordonnées d'un point N de l'arc CDE, par rap- 
port aux parallèles menées de C à A|, A/?, et par A le 
segment compris entre l'arc CN, une partie correspon- 
dante de CE et la parallèle menée de N à A ^ ^ on a 



dk=l,dr,, l,^^\ ^^^ '^"^1 



"^ 
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en convenant de donner à ^\ lorsque a^R, la valeur 
précédemment indiquée, et de faire ^^= ô lorsque a<;R; 
donc 

et , par suite , 

en représentant par A, l'aire du segment CDE. 

Lorsque a = R, l'ordonnée, et, par conséquent, l'aire, 
peuvent s'obtenir en fonction de l'^ibscisse par une simple 
quadrature. En effet,' l'équation entre ^ el^t relative à 
ce cas, donne 

y/à — y/a -- sin^tj; __ ^±«1^ 

; Z=e *') 

sm \p 

en mettant a au lieu de -^ 5 afin d'abréger -, par consé- 

quent, on a 

. , 2 v/2 

^'^^--T^ — — TF' 

puis 

2 v^ 



tang ip = ± ■ 



- dr,, ., 

et, comme tangt|/ = — S u vient 

lo étant une des deux valeurs de Ç, entre lesquelles il faut 

{*) C'est par la discussion de cette équation que Ton demandait de 
reconnaître la forme de la courbe, dans le cas de a = R : on trouvera, 
sans difiiculté, la forme représentée par la^^. 2. 
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que celte variable ne tombe pas pour que y?, Soit réelle 

[ces valeurs, déjà trouvées plus haut, sont ±-log(v/2 — i)t 

on les obtient ici en résolvant Téquation e"^'-f-e~"^'=2vâ]. 
Enfin, B désignant le segment compris entre un arc FN , 
les parallèles menées à A^ par ses extrémités et la droite 
LL', on a 



B = 2 v^ / 



Rayon de courbure, — p désignant le rayon de cour- 
bure, on a, d'après les équations (5) et (6) , 



cos* ij/ 
en appliquant la formule 



v/^ 



a 






dxd^f — dyd^x 
Si a^R, p est infini pour ^=z^' [C]*, si «<^R, 

p = -====. pour ^ = [C]; et, dans ces deux cas, 

p = a pour t|; = - [D]. 

Lorsque a = R , on a 

p = ± . . ? 

sini}*- V2 — sîn'\p 

p est infini pour ^=^o^ et p = R pour ;(; =: - [F]. Enfin, 
on a , dans ce cas , 

en remplaçant sin^p par sa valeur — r ir~F* 
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QDBSTIONS. 



249. Un nombre pair donné étant décomposé , autant 
de fois que faire se peut, en deux facteurs, l'un impair 
(Tunité comprise) et l'autre pair^ la somme des facteurs 
pairs, moins la somme des facteurs impairs correspon- 
dants , est égale à la somme de tous les diviseurs de la 
moitié du nombre donné. (Jacobi.) 

250. Quatre points étant donnés sur une droite, prenant 
ces points deux à deux, on obtient trois systèmes de deux 
couples cbacun , et à chacun de ces systèmes correspond 
sur la droite un couple de points simultanément harmoni- 
ques aux deux couples du système-, les trois couples ainsi 
déterminés, pris deux à deux, sont harmoniques entre eux. 

Cette propriété donne la résolution des équations bi- 
quadra tiques. (Otto Hesse.) 



NOTE SUR L'INTÉGRATION DE L4 DIFVÉRENTIELLE 

—dl{C — Dcoil) 

~" siifl v^i — C -H aCDcos / — (iH- D'jcos'/ 

da § 725, page 292 de Touvrage d'EuIer: Theoria motus 
corporum solidorum seu rigidorum^ 

Par m J.-DOSTOR, 

Docteur è^ sciences mathématiques. 



Pour intégrer cette diflerentielle , nous ferons remar- 
quer que l'expression sous le radical revient à 

I — C ' ( sin' / 4- CCS» / ) 4- 2 CD cos / — ( i-h D ' ) ( i — sin» /) , 
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quî peut s'écrire 

sin*/(i — C'-4-D^) — (D — €cos/)»; 

de sorte que 

^dilC — Dcosl) 
dl= — ~ 



sin / v^sin»/ (I — C» -h U') — (D — C cos/j» 
— £;/(C- Dcos/) 



sin' /.H 



V 






H 


= N/i 


— C» + D» 




D 


— C cos / 






sin/.U ' 



ou 

Posons 

d'où Ton tire 

__ C sin^ ldl—{D-^C cos /) ces Idl _ (C — D ces /) dl ^ 
^^^ sin' /.H ~ sin» /.H 

et nous aurons 

— dx 

<•/> = -==:•, 
yi — X* 
d'où 

^ r. / . r^ f C — D COS / \ 

)i = E -h arc (cos i!t x) = E + arc 1 cos = — • 

\ sin/.v/ï— C»-hDV 

Cette intégrale est différente de 



^ 



/. ^D-f-Ccos/\ 

= E + arc ( sin == ; — ; ) ! 

\ sin / / 



donnée par Euler, que M. le D*^ J.-P. Wolfers, de Berlin, 
a déjà rectifiée [Archw. der Mathematiky i85o,p. m), 
et à laquelle il a substitué la suivante : 



r Vi— C»-h2CDcos/— (i4-DMcos='n 
^ = E + arc|^Ung= d_Ccos/ ' J' 

qu'il a obtenue par une méthode plus laborieuse que celle 
que nous venons de suivre. 
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OBSERY4TI0NS DIVERSES SUR CERTAINS ARTICLES DES 
NOUVELLES ANNALES; 

Par m. Ancelo GENOCCHI. 



Dérivées de la fonction arccotx [voir t. IX, p. 36). 

Euler a explosé ces formules et de nombreuses consé- 
quences qui en découlent dans son Calcul diiTérenticl, 
pars posterior, §§91, 92, 93. 

Forme quadratique x^ — ay^ [voirl, IX, 3o5). 

Je trouve ce qui suit dans un Mémoire de Lagrange , 
du 20 septembre 1768 [Mélanges de Turin j tome IV, 
page 93) : 

« En général, si R est exprimé par A'"B"C''D'. ; . , 
A, B, C, D, etc., étant des nombres de la forme de 
P' — û Q*, mais qui ne soient qu'une seule fois de cette 
forme ; le nombre R sera (comme je l'ai démontré ailleurs) 
de la même forme autant de fois, ni plus ni moins, qu'il 
y a d'unités dans la moitié de ce nombre 

(/iH-i)(/i + i)(/'-|~i)(5-f- i)..., 

s'il est pair, ou dans la moitié de ce même nombre 
augmenté de Tunité, s'il est impair. » 

Je ne connais pas le précédent travail de Lagrange , 
auquel il fait allusion ici , mais je vois que la même pro- 
position est démontrée dans la Théorie des nombres, de 
Legendre, première édition, n*^ 236. 

Cette formule comprend celles de M. Volpicelli et de 
M. Gauss. On doit seulement remarquer qu'elle ne ser- 
vira point, pour toutes les valeurs de a, à trouver le 
nombre de solutions de 1 équation 
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car îl peut arriver que n soît de la forme x^ — nj*^ et 
qu'aucun de ses diviseurs ne comporte la même forme. 
Il faudra , de plus , que le nombre a soit négatif, sans 
quoi il y aurait une infinité de solutions. 

Théorème sur les transi^ersales [voir t. X, p. 102). 

Ce ibéorème , qu'on attribue à Jean BernouUi , est dé- 
montré dans un ouvrage de Jean Ceva, De lineis redis se 
ini^icem secantibiis. Milan, 1678. (^. Chasles, aperçu 
historique^ Note VII, p. 294-295.) 



SOLUTION DE LA QUESTION 246 

(TOir t. X, p. 858); 

• Par m. Casimir REY, 

Élève en mathématiques supérieures au lycée Louis-le-Grand. 



Résoudre l'équation 

(i) tt* — 6 w* 4- «"' -t- 9 w* — ^au -i- fz=io. 

Celte équation peut s'écrire 

(i/« — 6M<-h9a»)4-û«3 — 3au-hf=o, 
ou 

[u {«' - 3)]' + «[«(«»— 3)] -+-/= o. 

Posons 
(2) m(«^— 3) = z, 

l'équation proposée devient 

z'H-flz4-/= o, 

équation qui donne z par une équation quadratique, et 
ensuite on trouve u par une équation cubique. 

Note. Cette question est résolue de la même manière par M. E. Dewulf, 
admis à TÉcole Polytechnique. 
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DÉMONSTRATION DU THÉORÈME DONNÉ AU CONCOURS DE 
MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES EN 1849 

(voir t. VIII, p. 315, 969 et 401 ); 

Par m. a. NÉ VROUZIAN (Arménien). 



Étant donné un quadrilatère ABCD^ si une trans- 
i^ersale rencontre les deux côtés opposés AB, CD, en 
deux points a^ a* \ les deux autres côtés AD, BC, en 
b et V y et les deux diagonales AC , BD , en c et c' '^ les 
circonférences de cercle décrites sur les trois segments 
aa\ hh\ cc\ comme diamètres y se couperont y deux à 
deux, dans les mêmes points. 



Démonstration, Soit I un des points d'intersection 
des deux circonférences décrites sur les segments aa' et 
bb'\ nous allons démontrer que l'angle c\c' est droit; 
d'où Ton conclura que la circonférence décrite sur cc\ 
comme diamètre, passe par le point I. 

Que, par le point d'intersection p des deux diagonales 

Ann,de Mathémat.f t. XI. (Février i852.) 4 
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on mène la droite pO parallèle aux côtés AD, BC, et la 
droite pO' parallèle aux deux côtés AB, DC. 

Le triangle ckh ^ coupé par pO parallèle à la base kb , 
donne 

Ob^_pk 

Ôc"~ ^' 

et le triangle cAa, coupé par ^O', donne 

pK_ O'a 

pc O' c 

♦ 

Donc 

Or O' est le milieu du segment an'^ et F.on a 

et, pareillement, 

0^ = 01; 
donc 

Oc _ 01 

Cette équation prouve que la droite le est la bissectrice 
de l'angle OIO'. 

Or, ce qui se trouve démontré à l'égard du point c ap- 
partenant à la diagonale AC , s'applique au point c' de 
l'autre diagonale BD, c'est-à-dire que la droite le' divise 
en deux également le supplément de l'angle OIO'. Donc 
les deux droites le, \c' sont rectangulaires. Ce qu'il 
fallait démontrer. Donc, etc. 

Généralisation du théorème, La démonstration précé- 
dente peut être appliquée, par une généralisation conve- 
nable, au cas d'un quadrilatère quelconque. 

Soit I un des points d'intersection des circonférences 
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décrites sur les deux segments aa', bb\ comme diamètres-, 
je vais faire voir que l'angle c\c' est droit. 




Soient m, w, p les points de rencontre des côtés op- 
posés (AB, DC), (KC, AD) et des deux diagonales 
(AC, BD)-, et soient 0, O', O" les points où les trois 
droites np^ mp et mn rencontrent la transversale LL'. 

Le segment aa' est divisé harmoniquement aux points 
O', O'', parce que les quatre droites Am, p/n, D/n et 
nm forment un faisceau harmonique. Il s'ensuit que l'on 
a, dans le cercle a la'. 

On a de même, à Tégard du segment bb'^ 

o;;;i _ o^ 
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Multipliant membre à membre, on obtient 

(•) 

Or on a 

(2) 



01 
01 


0'« O'b 


O'û 


0"b Oc 


0"a' 


Ob 0'c"~ 



car les trois triangles aAb^ bAc et cAa, coupés respec- 
tivement par les transversales mw, np et pm^ donnent 
lieu aux trois équations 

ma nk 0"b _ 

mk pc O' a 

ma pk O' c ' 

nb pk Oc 

Vk^p^' ÔT^ ~" ' ' 

qui, multipliées membre à membre, donnent cette 
équation (a). 

De celle-ci et de l'équation (i), on conclut 

0^I_ O'c 
01 "" Oc ■ 

Cette équation prouve que la droite I c est la bissectrice 
de l'angle 010'. Donc, puisque les deux points c, c' 
divisent barmonîquement le segment 00', la droite I c' 
est la bissectrice du supplément de l'angle 010'; donc les 
deux droites le, le' sont rectangulaires, et, par consé- 
quent, le point I est sur la circonférence décrite sur c'e 
comme diamètre. C. Q. F. P. 
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DIVISION ORDONNÉE DE FOllRIER; 

Par m. VERNIER, 

Professeur de Mathématiques supérieures au lycée Napoléon 



1. Soit proposé de diviser le nombre entier 

3456789123456789 
par 87654321. (Exemple 1, page 59.) 

En séparant sur la gauche du dividende un nombre ca- 
pable de contenir le diviseur, on voit que le quotient 
aura huit chiffres à la partie entière. 

Nous appellerons dwiseur désigné le nombre entier 
formé par quelques-uns des premiers chiffres placés à 
gauche dans le diviseur. Nous appellerons aussi ordre 
d'un chiffre ou d'un nombre de plusieurs chiffres, le 
degré de la puissance de i o que chaque unité de ce chiffre 
ou de ce nombre représente. 

Ainsi , dans l'exemple \ , comme le quotient aura 
huit chiffres, nous dirons que son premier chiffre est 
d'ordre 7, son second d'ordre 6, etc. Si, de plus, dans 
le diviseur 87654321, nous prenons pour diviseur dé- 
signé le nombre 876 formé par les trois premiers chiffres 
placés à gauche , nous dirons que le diviseur désigné est 
d'ordre 5 , et nous regarderons le diviseur total 87654321 
comme composé de six parties d'ordre décroissant, de- 
puis le cinquième ordre jusqu'à l'ordre o , qui est celui 
des unités simples , à savoir : de 876 unités du cinquième 
ordre, de 5 unités du quatrième, de 4 du troisième, de 
3 du deuxième , de 2 du premier, et de i unité simple ou 
d'ordre o. 
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J 

2. Nous envisagerons le dividende comme la somme 
de tous les produits deux à deux des parties d'ordres diflë- 
rents dont se compose le diviseur, par chacun des chiflfres 
du quotient; et, puisque le quotient aura huit chiffres, 
dont le premier sera d'ordre 7, et que le diviseur est re- 
gardé comme la somme de six parties d'ordre décroissant 
à partir du cinquième ordre, le dividende est la somme 
de quarante-huit produits deux à deux d'ordre décroissant 
depuis 12 jusqu'à o. 

3. La méthode de Fourier consiste à déduire succes- 
sivement tous les chiffres du quotient, en commençant 
par ceux de Tordre le plus élevé, d'une série de dividendes 
partiels , dont voici la composition : Le premier contient 
le plus élevé des quarante-huit produits partiels énumérés 
au n° 2, c'est-à-dire le produit d'ordre 12 venant de la 
multiplication du diviseur désigné 876, d'ordre 5, par 
le premier chiffre du quotient, qui est d'ordre 7. Ce 
premier dividende partiel, d'ordre 12, renfermera, en 
outre , les unités d'ordre 1 2 résultant de l'addition des 
quarante-sept produits restants, dont l'ordre est inférieur 
à 12. 

Le second dividende sera dit dividende partiel d'or- 
dre 1 1 5 parce qu'il contiendra le produit d'ordre 1 1 du 
diviseur désigné 876, d'ordre 5 , par le second chiffre du 
quotient, qui est d'ordre 65 et il renfermera, en outre, 
les unités d'ordre 1 1 résultant de l'addition de ceux des 
quarante-huit produits partiels désignés au n° 2, dont 
l'ordre sera moindre que 11. 

Le troisième dividende partiel sera d'ordre 105 il con- 
tiendra le produit d'ordre 10 du diviseur désigné 876, par 
le troisième chiffre du quotient , qui est d'ordre 5 , et il 
renfermera, en outre, les unités d'ordre 10 résultant de 
l'addition de ceux des quarante- huit produits composant 
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le dividende total , qui seront d'un ordre inférieur à lo. 

Le quatrième dividende partiel, d'ordre 9, se compo- 
sera pareillement avec le quatrième chiffre du quotient, 
le cinquième avec le cinquième chiffre du quotient, et 
ainsi de suite. 

4. Il nous reste à expliquer comment on obtient cha- 
cun de ces dividendes partiels successifs, et comment on 
déduit de chacun d'eux un chiffre du quotient. 

On obtient le premiipr dividende partiel d'ordre 12, en 
séparant douze chiffres sur la gauche du dividende, ce 
qui donne le nombre 3456. Puisque ces 3456 unités 
d'ordre 12 contiennent le produit du diviseur désigné 
876 (voyez n^ 3) par le premier chiffre du quotient, on 
aura ce premier chiffre ou un chiffre trop fort , en divisant 
3456 par 876. Cette division donne 3 pour quotient et 
828 pour reste. Or, de ce que le reste 828 surpasse le 
premier chiffre 3 du quotient, on conclut que le chiffre 3 
n'est pas trop fort. En effet, si nous supposons que le 
quotient ne renferme que ces trois unités d'ordre 7, et 
soit 3o 000 000 , et si nous multiplions par ce quotient le 
diviseur total 87654321 , le produit se composera de trois 
fois 876 unités d'ordre 12, plus du produit de 54321 par 
3 , lequel sera moindre que trois fois une unité d'ordre 1 2, 
tandis que le dividende contient trois fois 876 unités 
d'ordre 12, plus 828 unités d'ordre 12. 

A la droite du reste 828 j'abaisse le chiffre 7, d'ordre 1 1 , 
au dividende-, ce qui donne 8287 unités d'ordre 11. 

Ce nombre n'est pas encore le deuxième dividende par- 
tiel d'ordre II, dont nous avons indiqué la composition 
au n° 3. Comme ce dernier ne doit contenir d'autre pro- 
duit d'ordre 11 que celui du diviseur désigné par le se- 
cond chiffre du quotient, je diminue 8287 de i5 unités 
d'ordre 11, venant de la multiplication des 3 unités 
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d'ordre 7 placées au quotient, par les 5 unités d'ordre 4 
du diviseur 87654321 , et c'est le reste 8272 qui est le 
deuxième dividende partiel d'ordre 1 1 , 

En le divisant par 876, on aura le second chiffre du 
quotient ou un chiffre trop fort. Cette division donne 9 
pour quotient et 388 pour reste. Or, de ce que ce reste 
388 surpasse la somme des deux premiers chiffres 3 et 9, 
posés au quotient , on conclut que le chiffre 9 n'est pas 
trop fort 5 car, si nous supposons que le quotient ne ren- 
ferme que ces 9 unités d'ordre 6, et soit 39000000, et 
si nous multiplions par ce quotient le diviseur total 
87654321 , en réduisant cette multiplication à la forma- 
tion du produit d'ordre 1 1 du diviseur désigné, par 9, et 
des produits d'ordre inférieur à 1 1 [voyez n^ 2) , nous 
trouverons seulement neuf fois 876 unités d'ordre xi, 
plus un nombre moindre que 9 unités d'ordre 11, venant 
de la multiplication de 54321 par 9, plus encore un 
nombre moindre que 3 unités d'ordre 11, venant de la 
multiplication de 43^1 par 3, tandis que le deuxième 
dividende partiel 8272 d'ordre 1 1 contient neuf fois 876, 
plus 388 unités d'ordre 11. 

A la droite du reste 388, j'abaisse le chiffre 8 d'or- 
dre 10 au dividende. Le nombre 3888 ainsi formé n'est 
pas encore le troisième dividende partiel d'ordre 10, in- 
diqué au n** 3. Comme ce dernier ne doit contenir d'autre 
produit d'ordre 10 que celui du diviseur désigné par 
le troisième chiffre du quotient, je diminue 3888 de 
9 X 5 -h 3 X 4 ou de 57 unités d'ordre 10, venant de 
la multiplication des 5 unités d'ordre 4 du diviseur 
87654321 , par les 9 unités d'ordre 6 du quotient, et de 
celle des 4 unités d'ordre 3 du diviseur par les 3 unités 
d'ordre 7 du quotient, et le reste 383 1 de cette soustrac- 
tion sera le troisième dividende partiel d'ordre 10, 
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5. Sans aller plus loin, on voit que la division par le 
diviseur désigné, de chacun des dividendes partiels suc- 
cessifs, fournira un chiffre exact du quotient, toutes les 
fois que, multipliant le diviseur désigné par ce chiffre et 
retranchant le produit du dividende partiel, on aura un 
reste plus grand que la somme des chiffres posés au quo- 
tient ou égal à cette somme, dans laquelle il faut com- 
prendre le chiffre qui a fourni ce reste. 

On voit maintenant ^pourquoi nous avons pris un divi- 
seur désigné 876 de trois chiffres, au lieu de prendre 
simplement les deux premiers chiffres du diviseur 
87654321, ou même seulement le premier^ c'était afin 
qu'en divisant chaque dividende partiel par le diviseur 
désigné, nous eussions une plus forte chance d'obtenir 
un reste plus grand que la somme des chiffres du quotient. 

6. Quant à la manière de former les dividendes partiels 
successifs, on voit aussi qu'en général, quand un divi- 
dende partiel a fourni un chiffre exact du quotient, et 
quand on a retranché de ce dividende partiel le produit 
du diviseur désigné par ce chiffre exact , il faut abaisser à 
la suite du reste un chifïVe suivant du dividende, et re- 
trancher du nombre ainsi formé tous les produits qu'on 
obtient en multipliant le dernier chiffre du quotient, 
l'avant-dernier, etc., en allant de droite à gauche, res- 
pectivement par le premier des chiffres qui viennent dans 
le diviseur total à la droite du diviseur désigné, par le 
deuxième, par le troisième, par le quatrième, etc. 

Ce qui revient à ce paragraphe de la règle énoncée par 
Fourier : « Pour trouver la correction qu'on doit faire 
)) à un dividende partiel, c'est-à-dire la quantité qu'on 
» en doit retrancher, on écrit sur une feuille séparée et 
» dans l'ordre inverse, les m chiffres trouvés au quotient, 
» on les présente aux m chiffres pris à la suite du divi- 
» seur désigné, en sorte qu'ils se correspondent chacun 
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» à chacun, puis ou multiplie chaque chiffre par celui 
» qui est placé au-dessous de lui, et, en ajoutant le:s m 
» produits , on connaît ce qui doit être retranché du di- 
» vidende partiel. » [Analyse des Équations détermi- 
nées, page 188; i83i.) 

7. Quand on a retranché d'un dividende partiel le 
produit d'un diviseur désigné par un chiflVe posé au 
quotient, et quand le reste ne dépasse pas ou n'égale pas 
la somme des chiffres déjà posés au quotient, on n'est 
plus sûr que le dernier chiffre posé soi t exact {voyez n°5) . 
On ne sera sûr qu'il est trop fort, que si les corrections 
indiquées au n** 6, pour obtenir le dividende partiel sui- 
vant, ne peut pas s'effectuer 5 alors on diminuera le chiffre 
posé {voyez l'exemple 2, page 60). 

8. Mais si cette correction peut être faite, on ne sait 
pas encore si le chiffre posé est trop fort ou exact. Alors , 
dit Fourier, (c on abaissera un nouveau chiffre du divi- 
» dende à la droite du dividende partiel qui a donné ce 
» chiffre incertain 5 en même temps on marquera un 
» chiffre de plus à la suite du diviseur désigné, ce qui 
» donnera un nouveau dividende partiel et un nouveau 
» diviseur désigné. On procédera suivant la règle énoncée 
» à la correction du nouveau dividende partiel, c'est-à- 
» dire que l'on comparera les n chiffres écrits au quotient 
)) à un pareil nombre n de chiffres pris à la suite du nou- 
» veau diviseur désigné \ ayant formé , par cette correc- 
)) tion, le nouveau dividende partiel corrigé, on conti- 
» nuera l'application de la présente règle. )) {^Amdyse 
des Equations déterminées, page 189.) 
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SECOAD EXEMPLE. 

Soit à diviser le nombre eutier 345789123 par laS/fSôj. 



3455789123 
8 =2.4 



I 234567 



28. 

7 



987 
37 

42 .•= 2 . 5 4- 4 • 8 

987" 

1267 

38 = 2.5 + 4.7 

1229 

Le premier dividende partiel 345 d'ordre 7, correspondant 
au diviseur désigné I23 d'ordre 3, a donné le premier 
chiffre 2 du quotient, et le second dividende partiel 
d'ordre 6 est 987. Divisant 987 par i23, on trouve que 
le chiffre 8, fourni par cette division , est incertain, et, 
comme la correction qui doit donner le troisième divi- 
dende partiel d'ordre 5 ne peut pas se faire , on reconnaît 
que 8 est trop fort. On essaye 7, qui est exact et qui con- 
duit au troisième dividende 1229 partiel d'ordre 5 , etc. 



NOTE SUR UNE LIMITE DES RACINES DES ÉQUATIONS DU 
TROISIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRt; 

Par m. VANNSON, 
Professeur à Versailles, 



Quand on applique le calcul des différences à une 
équation du troisième degré, et qu'un nombre a rend 
positif le premier membre de l'équation, ainsi que les 
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différences première et seconde correspondantes , ce 
nombre a est limîte supérieure des racines. En effet, 
soient a — h ei a — ih les nombres précédemment 
substitués 5 on aura 

A. =/(a - /O -/(fl - 2/0= V^ï - I //'/''« + 7 A% 
et 

a; =/(«) -/;« - //) = hf'a - ^f'a + h\ 

2 

et, enfin, 

A, == a',— a, = h'f'a - 6/^^ 

Or, par hypothèse , on a 

A, > o; 
donc on a aussi 

On accorde encore 

ou 

/'«>^[/"W-2>i]; 
à fortiori , on a 

On voit donc que ce nombre a rend positives la fonction 
donnée y (a) et ses dérivées successives^ donc ce nombre 
est limite supérieure des racines positives. La même re- 
marque et la même démonstration s'appliquent au qua- 
trième degré. 
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IIEIJ DES POINTS DE RENCONTRE DES TANGENTES COMMUNES 
A UNE ELLIPSE FIXE ET A UN CERCLE YARIARLE 

(TOir t. X, p. 408J; 

Pa» m. breton (;de Champ), 
Ingénieur des Ponts et Chaussées. 



1. Lemme, (o:, y) ^ [x\ j'), (Ç, yj) étant les coor- 
données respectives de trois points , si Ton a 







X 


-ç 


-^-^ 






x' 


--?~" 


-y-r^ 


les trois points 


sont en 


ligne 


droite. 


2. 


Soit 








(0 




x^ 




-1=0 



l'équation d'une ellipse rapportée à ses axes principaux. 
Transformons cette ellipse homo graphiquement [Nou- 
velles j4 finales , t, II, p. 4i6, et t. V, p. 497) , au moyen 
des deux formules 






(^^7-) 



-i-I 



(7-^') 



H-i 



où x\ y sont les nouvelles coordonnées^ on suppose 
que les axes restent les mêmes : f , >? , ^ sont trois constantes 
arbitraires 5 p, q deux constantes données. Avant de faire 
les substitutions , il faut remarquer que : 

1°. Les deux points correspondants (or, j), (x', y^) 
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et le point (|, y?) sont toujours en ligne droite, car 



^'—5 r'->î 



(lemme); 



donc le point (Ç, rî) est un centre dliomologie par rap- 
port à l'ellipse donnée et sa transformée, et ce point est 
le point de rencontre des tangentes communes , réelles ou 
imaginaires. 

2*^. Toutes les transformées passent par les deux points 
d'intersection (réels ou imaginaires) de l'ellipse donnée 
avec la droite donnée 

X y 

--H-— I = o; 
P H 

car, pour ces deux points , on a 

x — x*, y = x*. 

Substituant les valeurs de x, j^ dans Téquation ( i) , on 
trouve, pour équation de la conique transformée, 
Aj'» + B j:>' -4- Cx'^ 4- T^y' -H F«' + F = o, 

'>=-fK'--"^-)-?-]' 

3. Si l'on veut que la transformée devienne un cercle, 
il faut écrire A = C et B = 05 éliminant X enire ces 
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deux équations, on obtient, réductions faites, 



(7l\ it] it + t 

\by \a') \a'^ b' 



•(*)• 



On a donc le théorème suivant : 

Théorème. Étant donnés une ellipse et un cercle va- 
riable, ayant deux points fixes (réels ou imaginaires) 
en commun avec Vellipse, le lieu du centre d'komologie 
est une hyperbole confocale. 

Observation, Si le rapport - est constant, on a tou- 
jours la même hyperbole. Ainsi , le lieu géométrique est 
le même pour toutes les droites de même direction com- 
munes à l'elUpse et au cercle variable , résultat trouvé 
d'une autre manière (Nouvelles Annales, t. X, p. 4^8). 

Observation, Si la conique donnée est une hyperbole, 
le lieu géométrique devient une ellipse homofocale. 

Lorsque la conique donnée est une parabole , l'analyse 
précédente est encore applicable, mais en partant de l'é- 
quation ordinaire de la parabole. On trouve alors que le 
lieu cherché est une parabole homofocale égale à la para- 
bole donnée et tournée dans un sens opposé. 

4. Remarque, La méthode dont j'ai fait usage ne donne 
pas tous les points de rencontre des tangentes indistincte- 
ment. En effet , elle suppose essentiellement que la courbe 
proposée et sa transformée sont l'une et Fautre dans le 
même angle ou dans les angles opposés des tangentes com- 
munes. Dans le cas de quatre tangentes réelles , il n'y a 
que deux points qui satisfassent à cette condition, et ce 
sont ces deux points qui appartiennent au lieu trouvé 
ci-dessus. 

Les autres points d'intersection sont au nombre de 

(*) Hyperbole homofocale à l'ellipse donnée. 
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quatre, et il est toujours possible d'exprimer, au moyen 
du paramètre auxiliaire i, les coordonnées du lieu de 
chacun de ces points. Car, à chaque valeur de /correspon- 
dent, sur l'hyperbole, deux points S', S'', dont on peut 
déterminer les coordonnées g', yj', ^'', r," ^ et si, de cha- 
cun de ces points , on mène des tangentes T', , T^ , T^ , T, 
à l'ellipse, la combinaison des équations de ces tangentes, 
prises deux à deux , savoir : T', T^ , T', T^: , T', T^ , T; T^ , 
donnera les coordonnées des nouveaux points cherchés 
en fonction de 1. 

Je terminerai par faire observer que la même méthode 
s'applique à des courbes d'un ordre quelconque. 

• 

Note. lO. La méthode est d'une extrême fécondité ; à toutes les relations 
qu'on peut établir entre 1, Ç , î?, correspondent autant de théorèmes sur 
les centres de similitude. Par exemple, posons D = E = o ; nous obtien- 
drons ce théorème: Etant données une conique fixe et une conique variahle, 
ayant deux points {réels ou imaginaires) en commun avec la conique fixe , et 
ayant le même centre, le lieu des centres de similitude est un éUamètre con- 
jugué à la corde commune, 

2*. Soient y-= o , F = o les équations de deux coniques , exprimées en 

coordonnées x,jr; et p, q, r trois fonctions entières linéaires en x(, j'; fai- 

P ^ 

sons X = -, / = -î-, et substituons ces Taleurs dans les équations données , 

nous obtiendrons deux nouTelles coniques fi^ = Oy F, = o , exprimées 
en x', y' et renfermant neuf constantes arbitraires, mais qui se ré- 
duisent à huit rapports. Pour que les nouvelles coniques deviennent des 
cercles, il faut écrire quatre équations; mais trois de ces équations ne 
renfermant pas les variables x% y' qui entrent dans les fonctions py q yr, 
il ne reste que cinq rapports qui se réduisent par changements à quatre^; 
de sorte qu'on a quatre équations à quatre inconnues. On voit donc que , 
généralement parlant, on peut transformer deux coniques en deux cercles; 
c'est là un des beaux théorèmes de M. Poncelet. Les coefiicients de x'y y' 
dans^, qy r étant les seules quantités qui soient déterminées, la trans- 
formation peut se faire d'une infinité de manières. 

30. La belle analyse de M. Breton, qui résout si facilement un problème 
difficile, est une millième preuve que, pour l'algèbre comme pour tout 
autre instrument, l'exécution dépend de l'artiste, et lorsqu'un problème 
semble être inaccessible à l'analyse , il faut se rappeler ce mot d'Euler : 
Non tam analysi quam analystœ imputandum est. 

Dans un autre travail , que nous donnerons bientôt, M. Breton démontre 
Ann de Mathémat., t. XI. (Février 1862.) 5 
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que le théorème de géométrie est un corollaire du théorème suivant de 
M. Steiner : Les sommets des cônes droits circonscrits à un ellipsoïde sont sur 
une hyperbole. 



CONCOURS D'AGRÉGATION AIX LYCÉES, ANNÉE 4849 

(?Olr t. X,p. 861); 

Par m. dieu, 

Agrégé, docteur es sciences. 



Première question. — Étant données une surface ^ et 
par chaque point de cette surface une droite qui fait 
a\^ec les axes rectangulaires d^s coordonnées ^ des an- 
gles dont les cosinus sont des fonctions continues des 
coordonnées de ce point, trou\^er la condition pour quil 
existe une surface normale à toutes ces droites. 

Si Ton prend sur chacune des droites , que nous dési- 
gnerons par D 5 à partir du point M où elle perce la sur- 
face donnée S , et du même côté , une longueur M m = r 
qui soit une fonction continue quelconquQ des coordon- 
nées a:, j^, 2 de M , le lieu géométrique des points m sera 
une surface S'. En effet, X, Y, Z désignant les cosinus 
donnés en fonction de x, j^, z , et Ç , y} , ^ les coordonnées 
de m , on a 

(i) Ç — .r = /'X, >?—/=/•¥, Ç — z = rZ; 

et , par l'élimination de a:, j^, z entre ces trois équations 
et celle de la surface S, on trouvera , généralement, une 
équation en f , >?, Ç, qui représentera une surface. 

Pour que cette stu*face S' soit normale aux droites D, 
il faut et il suffit que les valeurs de £ , rî , Ç , en a:, y, z , 
déterminées par les équations (i) et par celle de la sur- 
face S , satisfassent à l'équation 
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Or les équations (i) donnent 

de laquelle on tire , en différentiant , 

rdr^ii- x)(di- dx) -^ (n ^ X) {drt - djr) 
-(Ç-z)(^Ç-rfz)==o; 

cette relation se réduit, d'après l'équation (2), à 

rdr '^(li—x)dx -h (n — X ) djr -^ (ï^ — z) (fz = o; 
et Von a , enfin , 
(3) dr-^Xdx -hYdx-\- Zdz = o, 

parla substitution derX,..., à ^ — x^ ..., suppression 
faite du facteur commun r. 

Donc , pour que la surface S' soit normale aux droitesD, 
il faut que r satisfasse à Téquation (3) , eu égard à celle 
de la surface S; et l'on voit, sans difficulté , que cette con- 
dition est suffisante, en remontant de l'équation (3) à 
l'équation (2). 

Cela étant posé, si nous considérons maintenant r 
comme une inconnue , la condition demandée consiste 
évidemment en ce qu'on puisse trouver une valeur de r 
qui satisfasse à l'équation (3 ) , en tenant compte de celle 
de la surface S^ et, par conséquent, c'est une condition 
d'întégrabilité. 

Il peut se présenter deux circonstances différentes, que 
nous allons examiner successivement. 

Lorsque l'équation de la surface est soluble par rapport 
à une des coordonnées , z par exemple , et que l'on en lire * 

dz = pdx + q dy'y 

p, q étant des fonctions de j:, y, l'équation (3) se ra- 
mène à 

dr + [-^,-^pZ,)dx-^(Y,-^qZ,)dxz=:o, 

5. 
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X^, Y,, Z, étant ce que deviennent X, Y, Z par la substi- 
tution à z de sa valeur en à:, y ^ et, pour que cette der- 
nière équation soit intégrable, il faut qu'on ait 

D^(X,-^/.Z,)r=D,{Y,+-^Z,). 

Lorsque l'équation de la surface S n'est soluble par 
rapport à aucune des coordonnées , on aura une équation 
d'un degré supérieur au premier, ou même transcendante 
par rapport à dx , «f^, dr^ en éliminant z et dz entre 
l'équation (3), celle de S et sa différentielle première. Si 
l'équation finale est transcendante, on ne lui reconnaît 
aucun sens \ si elle est algébrique, il faut, pour qu'elle en 
ait un , qu'elle soit décomposable en équations du pre- 
mier degré par rapport aux différentielles. Et cependant, 
quand l'équation finale est transcendante, ou qu'elle est 
algébrique , d'un degré supérieur au premier et indécom- 
posable , il peut se faire qu'il existe une surface normale 
aux droites D : ainsi , par exemple , cela sera évidemment 
si lLdx-\'Xdy-\'2àdz est une différentielle exacte, quelle 
que soit d'ailleurs la surface S. 

Ce qu'il faut nécessairement, comme nous l'avons in- 
diqué d'abord, pour qu'il y ait une surface normale aux 
droites D, c'est que l'équation (3) soit intégrable eu 
égard à celle de S-, et, par conséquent, que le produit du 
produit du premier membre de l'équation (3) par une 
certaine fonction de r, a:, }^, z soit, en tenant compte do 
l'équation de S , une différentielle exacte. Or, cela exige 
évidemment que le trinôme X dx -\- Y dy -\- 7à dz satis- 
fasse de la même manière à cette condition 5 mais il faut 
bien qu'il la remplisse , abstraction faite de l'équation 
de S , lorsqu'elle ne peut servir à chasser z et dz ^ ce qui 
est le cas dont il s'agit maintenant. Supposons donc que 
le produit du trinôme par u^ qui pourrait contenir r, soit 
une différentielle exacte , et représentons l'intégrale paf U, 
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de sorte que l'équation (3) revienne à 

(4) udr H- r/U = o. 

On a alors entre a:, 7, z, U, i/ et r, deux équations, sa- 
voir : l'intégrale de la précédente et l'équation de la sur- 
face S , et M , U sont des fonctions déterminées de a: , 7-, z ; 
par conséquent , on peut considérer x^y^ z^Xi comme des 
fonctions de u, r qui resteraient indépendantes Tune de 
l'autre. En posant, d'après cela, 

d'où 

dr du 



l'équation (4) devient 



(--S) 



d-i, 
dr -\- -—^ du =z o ^ 
du 



qui ne peut subsister, à cause de l'indépendance de u , /•, 
sans qne l'on n'ait séparément 

d^ d^ 

dr du 

D'après la seconde de ces équations, U ne doit dépendre 
que de r, et, d'après la première , r est une fonction de u • 
donc U doit être une fonction de u. On verra aisément si 
cette condition est remplie, après avoir calculé m et U 
d'après le trinôme Xrfa:-j- Yûf^-f-Zrfz; car, si l'on égale 
ces fonctions à deux lettres a , jS , puis qu'on élimine deux 
des coordonnées a: , y^ z entre les deux équations ainsi 
formées et l'équation de la surface S , il sera nécessaire et 
suffisant , pour cela , que l'équation finale ne contienne 
pas la troisième coordonnée, mais seulement a et jS. 

Enfin, cette dernière condition forme, avec celle de 
l'intégrabilité du trinôme, une condition complexe évi- 
demment suffisante pour qu'il y ait une surface normale 



Digitized by 



Google 



1 

j 



(7o) 
aux droites D ; car, si U == 9 (zi) , on aura 



u 



de sorte que r se trouvera par une simple quadrature. 

La discussion précédente s^ applique d'ailleurs évidem- - 
ment au cas particulier que nous avons d'abord examiné; 
et, par conséquent, la réponse à la question proposée 
peut être généralement fbrn^ulée ainsi : 

Il faut et il suffit que le trinôme Xdx +Y dy -\-Zdz 
satisfasse à la condition connue d'intégrabilité des diffé- 
rentielles à trois varibles, et que le facteur propre à le 
rendre intégrable soit, en vertu de l'équation de la 
surface donnée S , une fonction de V intégrale. 

S'il existe une surface normale aux droites D , il y en 
a une infinité qui sont deux à deux équidistantes , puisque 
la valeur de r est de la forme 

r = const. H- F (jT, /, z). 

Enfin, il résulte de cette analyse, qu'un trinôme 
Xc?x -h Y^-f- Tidz étant donné , s'il y a , pour une cer- 
taine surface , un système de droites menées par tous ses 
'points, et faisant avec tes axes des coordonnées rectangu- . 
laires des angles dont les cosinus soient les rapports de X , 

Y, Z à v/X' + Y'h-Z", qui puissent être coupées norma- 
lement par une autre surface, ce trinôme satisfera à la 
condition d'intégrabilité (*). 

Exemples auxquels les méthodes indiquées pour trou- 
sser r s'appliquent. 1°. Les cosinus sont proportionnels à 
y, X, 2 z, et la surface S est l'hyperboloïde à une nappe 



(* ) Ce théorème diffère de celui de M. Cauchy sur le même sujet. 



Digitized by 



Google 



( 7' ) 
représentée par l'équation 

j;2 _|- j2 ._f_ 3 2'' — j:y =z o. 

2*^. Les cosinus sont proportionnels à a^,/', z^^ et la 
surface S est représentée par l'équation 

V^« -f- J* H- 3* 

Les deux méthodes peuvent être employées pour le 
premier de ces exemples; mais la seconde méthode seu- 
lement s'applique au second. 

Deuxième qdestiojv. — Un système de rayons lumi- 
neux normaux à une même surface, se réfléchissent sur 
une surface donnée. Démontrer que les rayons réfléchis 
sont aussi normaux à une même surface (*). 

Ces derniers rayons sont ceux dont la réflexion est ré- 
gulière. 

Soient : 

M un point de la surface réfléchissante, et MJN la nor- 
male en ce point 5 

MI et MR un rayon incident en M et le rayon réfléchi 
correspondant; 

(a, |3, y), (a', (3', 7') , et (X, fx, v) les angles qui déter- 
minent la direction de MI, MR et MN, par rapport à 
trois axes rectangulaires Ooc, Oy^ 0-z; enfin, a> les 
angles égaux IMN et RMN. 

Si l'on mène à Ox , dans le sens de cet axe , la parallèle 
MA, que l'on décrive une sphère de M comme centre, 
avec un rayon égal à l'unité de longueur, et qu'on joigne 
deux à deux par des arcs de grand cercle les points A , I , 
R , N , où cette sphère coupe MA , MI , MR , MN , on a 
un triangle sphérique dont la médiane AN et les côtés 



( * ) Théorème de Mahis, généralisé par M. Bertrand. 
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sont représenté» par X , a , a', 2 o) , et ce triangle donne 

cos a' = 2 ces > . ces w — ces a , 

par le théorème sur les médianes des triangles sphériques 
analogue au théorème sur les médianes des triangles rec- 
tilignes (*). 

On a 5 de la même manière , 

cos p' = 2 cos i*. . cos w — cos p , 
cos 7 ' = 2 cos V . cos w — cos 7. 

Soient encore : 

X , /, js les coordonnées de M ^ 

Et x-h (ij^9 y -h ày^ z -^ dz celles d'un point infini- 
ment voisin de M sur la surface réfléchissante. 
D'après l'équation connue 

cos "k.dx -+- cos iJL.djr -+- cos V . ^2 = o , 
et d'après celles qui précèdent, on a 1 équation 

j cosa'. r/^-hcoS P'. c^r H" COS7'. ^z 

^ ^ 1 = ~" {cos oL.dx + cos^.cljr 4- cosy, dz), 

de laquelle se déduit immédiatement la démonstration du 
théorème. 

En effet, les rayons (MI) étant normaux à une même 
surface , le trinôme cos a.dx-]- cos ^,dj-{- cos y,dz^ dans 
lequel les cosinus peuvent être considérés comme des 
fonctions de x^ jr^ z, remplit les conditions voulues pour 
qu'il y ait une surface normale à ces rayons -, donc, d'après 
l'équation (i), le trinôme cosa'.^x-j-cos/S'. Jj + cosj/.ûfz, 
dans lequel les cosinus sont de même des fonctions de x, 
y^ z^ remplit aussi ces conditions * et il existe, par con- 
séquent, une surface normale aux rayons (MR), quelle 
que soit la surface réfléchissante. 

(*) I La somme des cosinus de deux côtés d'un triangle sphérique est 
» égale à deux fois le produit du cosinus de la moitié du troisième côté par 
* celui de Tare qui joint le milieu de ce côté au sommet opposé. » 
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BIBLIOGRAPHIE. 



Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annales de Mathématiques 
se trouvent chez Bachelier, libraire, quai des Au^justins, 55. 



Thèses d'Analyse et de Mécanique , présentées à la 
Faculté des Sciences de Paris, le i®*" mai i85i 5 par 
M. Gerônimo Frontera, Thèse d'AwALYSE : Sur une 
formule de M. Cauchj. Thèse de Mécanique (pro- 
gramme) : Sur l 'attraction des (*orps en général; 
in-4° de 44 pages. Imprimerie de Bachelier. 

1. Les propriétés des fonctions analytiques sont inti- 
mement liées aux valeurs qui annulent ces fonctions , et à 
celles qui les rendent infinies, c'est-à-dire à leurs racines, 
et à ce qu'on peut, avec M. Liouville, appeler leurs 
infinis. Lorsque a est un infini de la fonction f{z)^ 
d'ailleurs bien déterminée, f{z) est développable sui- 
vant les puissances ascendantes de 2 — a , à partir d'une 
puissance négative dont l'exposant est marqué par le 
degré de multiplicité de l'infini considéré. Parmi les 
coeflSicients de ce développement, celui de [z — a)""^,que 
Ton nomme résidu de/(^) relatif à l'infini a, mérite 
une attention particulière, comme étant très-propre à 
caractériser la marche de la fonction dans le voisinage 
de la valeur a. M. Cauchy a le premier signalé l'impor- 
tance des résidus, et fondé sur le rôle qu'ils jouent 
dans la théorie des fonctions, une nouvelle branche de 
calcul, susceptible d'applications extrêmement variées. 
M. Cauchy a donné à ce calcul toute l'étendue possible, 
en considérant non-seulement des fonctions imaginaires, 
mais encore des variables imaginaires. Au premier abord . 
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une si grande généralité peut sembler un embarras, et 
l'on serait tenté de regarder comme stériles les elForls 
employés à combiner de purs symboles sans application . 
immédiate. Il n'en est rien : la principale utilité des 
imaginaires consiste à rétablir la continuité là où elle a 
disparu. Par leur moyen , les principes se réduisent au 
plus petit nombre possible, en même temps que leurs 
conséquences se multiplient et se concentrent dans des 
formules d'une fécondité prodigieuse. Considérée dans 
son origine et dans ses développements , la théorie des 
résidus présente donc tous les caractères d'une science 
bien faite. 

La première thèse de M. Frontera , la seule que nous 
ayons à analyser, se rapporte à cette magnifique création 
de notre illustre analyste. 

2. Dans le § P*" (3-4)5 l'auteur expose le but de son 
travail, et indique ce qu'il y considère comme nouveau. 

3. Le § II (4-6) est consacré aux définitions et aux 
notations du calcul des résidus. 

4. Dans le § III (7-12), l'auteur, après avoir défini ce 
qu'on doit entendre par une intégrale prise le long d'un 
contour, aborde la proposition fondamentale résumée 
dans la formule suivante : 

J'{z) étant une fonction bien déterminée d'une va- 
riable z de la forme 

f (-^j j) + '*^(-^,r); 

c, un contour fermé ne passant par aucun infini de la 
fonction, mais pouvant en comprendre un certain nombre 
dans son intérieur ^ 

ds^ un élément de ce contour-, 

H, le résidu relatif à un infini (a, b) situé dans l'in- 
térieur du contour 5 

2A, la différence entre le nombre des variations des- 
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cendantes et ascendantes du rapport ; 

^^(•^> j)— ^^{^> ^) 

?(-^» j)— ?(«» ^y 

pour toute l'étendue du contour parcouru dans le sens 
direct de rotation; 



X 



,. ^(•'s''- 



l'intégrale définie prise le long du contour : on a 

formule où le signe ^ s^ rapporte à tous les infinis situés 

dans l'intérieur du contour. 

La démonstration nouvelle que M. Frontera donne de 
cette formule remarquable est très- simple. 11 considère 
d'abord le cas où il n'y a dans le contour aucun infini de 
la fonction ; il suppose ensuite que le contour se rétrécisse 
d'une manière continue , suivant une certaine loi , qui 
rend l'arc s fonction d'une nouvelle variable indépen- 
dante t. La diiférentiation sous le signe , et cette simple 
remarque que la fonction étant bien déterminée reprend 
sa valeur quand on revient au point de départ, suffisent 
pour démontrer que l'intégrale est indépendante du con- 
tour considéré. D'ailleurs cette intégrale est évidemment 
nulle lorsque le contour se réduit à un point : elle est 
donc toujours nulle, tant qu on n'a atteint aucun point 
pour lequel la fonction devienne infinie. 

Ce premier cas établi , on suppose que le contour ren- 
ferme un point racine z^. La fonction étant développée 
suivant les puissances ascendantes de z — -Zi , l'intégrale 
proposée se partage en plusieurs autres qui s'annulent 
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toutes, à Texception d'une seule dont on trouve facilement 
la valeur. 

5. La manière dont M. Frontera considère la propo- 
sition fondamentale présente une innovation. Au lieu de 
faire, avec M. Caucliy, 

« = .r -H / r , 
il pose 

A la vérité , le théorème n'acquiert pas plus de généralité , 
puisqu'on obtiendrait la même intégrale en posant 

et en suivant un contour différent du premier^ mais on 
a l'avantage de pouvoir déduire du même contour une 
infinité de résultats en modifiant les fonctions (j? et ?|/. 

6. Dans le § IV (13-17), M. Frontera examine avec 
soin le cas totalement omis par M. Cauchy, où la fonc- 
tion devient infinie sur le contour même. Si l'infini consi- 
déré est multiple, Tintégrale est infinie ou indéterminée 5 
ce cas n'offre aucun intérêt. Si l'infini est simple , l'in- 
tégrale est encore indéterminée \ mais sa valeur principale 
est donnée par une formule remarquable qui mérite d'être 
connue. 

7. Jusque-là on n'a qu'un théorème très-beau, très- 
général, mais on ne voit pas encore ce qu'il peut pro- 
duire. Le § V (18-22) va nous montrer sa fécondité. De 
son application à des contours particuliers , naissent tout 
d'abord dix formules générales , dont chacune constitue à 
elle seule un théorème important. Ces formules à leur 
tour en produisent d'autres, et nous fournissent, § VI 
(22-28) , i*^ des intégrales définies tant qu'on en veut 5 
2*^ la décomposition des fractions rationnelles en fractions 
plus simples 5 3° le moyen de développer des fonctions en 
séries, etc., etc. 
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8. Certaines intégrales deviennent indéterminées lors- 
que la fonction sous le signe passe par l'infini dans les 
limites de l'intégration •, elles perdent alors toute signifia 
cation précise, et, quoiqu'on puisse calculer leur va- 
leur principale, comme celle-ci dérive d'un rapport ar- 
bitraire établi entre des quantités indépendantes, on est 
porté à ne voir là qu'un objet de pure curiosité. Aussi 
a-t-on dû souvent se demander : Mais à quoi donc servent 
les valeurs principales des intégrales définies singulières? 
M. Frontera va répondre à cette question , § VII ( 28-29) , 
et nous montrer, à l'exemple de M. Cauchy, qu'elles ont 
leur utilité, du moins en analyse. Quelques-unes des for- 
mules précédentes donnent les valeurs principales de cer- 
taines intégrales indéterminées; ces valeurs pouvant, d'un 
autre côté , s'exprimer à l'aide d'intégrales définies par- 
faitement déterminées, il en résulte qu'on connaît ces 
dernières. C'est ainsi que l'on trouve 



Jo > — • 



dx =zit cotaiT. 
JO '—^ 

9. L'auteur, dans le § VIII (29-32) , déduit d'une for- 
mule précédente la série de Mac-Laurin; le théorème de 
M. Cauchy sur la convergence de cette série 5 un théorème 
plus général de M. Laurent*, le développement des fonc- 
tions périodiques en séries de sinus et de cosinus. 

10. Tous les géomètres connaissent les belles formules 
de Laplace et de Lagrange, pour le développement des 
fonctions implicites-, mais leur démonstration et leur em- 
ploi donnent lieu à quelques difficultés, que M. Frontera 
nous parait avoir complètement vaincues, § IX (33-4o). 
11 commence par déduire , du théorème fondamental, une 
formule dont celles de Laplace et de Lagrange ne sont que 
des cas particuliers, c étant un contour fermé, 

(l) n(2)+0CT(z)=O, 
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une équation où le module de - — -.- esl constamment infé- 

rieur à i pour tous les points du contour, on arrive à ce 
théorème remarquable : 

La nombre des racines de i'é^f nation (i) est égal à 
celui des racines de V équation 
[0.) n(z)=o, 

comprises dans le contour. 

Cela posé, si F (^) est une fonction quelconque, assu- 
jettie à ne pas devenir infinie dans le contour considéré, 
et qui ait une valeur unique et déterminée pour chaque 
valeur de z\ si ^i, ^j,.»*» ^m sont m racines de l'équa- 
tion (i), comprises dans le contour; a^^ «sr**? ^m I^s m 
racines de l'équation (i), comprises dans le même contour, 
on aura 



«=i n=i n=o 

La formule de Lagrange est comprise dans cette dernière, 

en posant 

n(z) = z — a,, /w = i. 

M. Frontera montre que la série de Lagrange ne donne 
pas toujours le développement de la plus petite racine , 
contrairement à l'assertion de l'illustre auteur (*). Si, 
pour tme valeur donnée de , la série est convergente , et 
si l'on peut tracer un contour comprenant le point qui 
répond à «j et tel que j pour tous ses points, le module de 

— — soit inférieur à i , on est assuré de deux choses : 

z — a, ^ 

i® que l'équation 

2 = a, -4- ^xs{z) 

n'a qu'une seule racine comprise dans ce contour 5 2** que 

(* ) L'observation est de M.Félix Chîo, de Turin. {Comptes rendus, 1844 > 
2™* semestre , page 556. ) 
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la série exprime le développement de celte racine. Dans 
le cas où Ton ne saura pas tracer un pareil contour, on ne 
connaîtra pas ce que la série de Lagrange représente. 

Ce paragraphe se termine par un moyen d'approcher 
indéfiniment des racines d'une équation , quand ces ra- 
cines sont séparées , et par une méthode due à M. Cauchy, 
pour calculer une limite supérieure du reste dans la série 
de Lagrange. 

i 1 . Nous regrettons que le cadre de ce Journal ne nous 
permette pas d'entrer dans plus de détails 5 mais ce que nous 
avons dit suffit pour montrer que la Thèse de M. Frontera 
n'est pas, comme il arrive quelquefois à ces sortes d'ou- 
vrages , une banale amplification sur un sujet rebattu. 

L'auteur, qui parait très-bien connaître les méthodes 
de M. Cauchy, les expose avec beaucoup de clarté, y 
ajoute quelquefois, et leur donne, dans tous les cas, le 
dernier degré d'évidence par une discussion approfondie. 

Il nous reste à émettre un vœu qui sera partagé , sans 
doute, par tous les amis de la science. Une thèse se 
distribue d'ordinaire à quelques parents et amis , cercle 
toujours restreint. Dans la plupart des cas, rien de mieux ; 
mais le remarquable écrit de M. Frontera mérite une 
publicité plus étendue : avec quelques additions, il 
pourrait tenir lieu d'un Traité élémentaire sur le calcul 
des résidus. Il y a longtemps qu'un pareil ouvrage est 
réclamé par les professeurs qui désirent de connaître cette 
partie des travaux de M. Cauchy : chose difficile, souvent 
même impossible à beaucoup d'entre eux. Ce n'est pas 
que notre grand géomètre cache ses découvertes , loin de 
là ] mais le moyen qu'il emploie pour les communiquer 
au public ne nous paraît pas des mieux choisis : si belle 
que soit une théorie , elle perd beaucoup de son charme , 
et il est bien difficile de s'en rendre un compte exact, 
quand il faut aller en chercher les morceaux dans vingt 
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endroits différents. D'ailleurs les volumineux recueils où 
sont éparpillés les Mémoires sans nombre de M. Cauchy, 
ne sont pas à la portée de tout le monde, et ceux même 
qui peuvent lés consulter n'en sont pas souvent plus 
avancés , faute d'un catalogue qui les guide et leur per- 
mette de suivre , sans s'égarer, la pensée du maître. 

Nous espérons que M. le D*^ Frontera voudra bien, 
dans l'intérêt de la science, accéder à notre vœu, et que 
sa Thèse viendra bientôt augmenter le nombre des savants 
ouvrages édites par M. Bachelier ('*'). 

E, Prouhet, 

Ancien professeur aux lycées d'Auch et de Cahors , 
Maître de conférences au collège Rollin. 

SOLUTION DE LA QUESTION 60 

(TOirt. 1, p. 895); 

Par m. labbé JULLIEN, 
Du séminaire de Vais. 



I. Question 34. Si , d'un point situé sur une surface 
algébrique de degré m, on abaisse des perpendiculaires 
sur un système de plans fixes , le lieu géométrique des 
points de moyenne distance des pieds des perpendicu- 
laires est une surface algébrique du même degré m. 

Solution. Soient 

A, Jc 4- B. jr -f- C, z 4- D, = o , 

As ^ -f- Ba J H- Ca Z H- Dj rr: O , 



A/t^4-B*7 -h C*z + D*=: o, 
A. ^ + B„ 7 H- C„ z H- B„ = o 



(*) Un vocabulaire qui expliquerait les mots nouveaux introduits 
dans la science avec une si déplorable profusion serait une œuvre très- 
utile. Th. 
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un système de n plans, 

une surface algébrique de degré m, et (jc© » /o» ^o) l'un 
de ses points. 

Les équations de la perpendiculaire abaissée du point 
(^0 5 7o ) ^o) sur le plan 

A* j? + B* j -f- Ci 3 + Dit = G 
sout 

A* . \ Bi 

et les coordonnées du pied de la perpendiculaire sont 

^ (B3[-+- Cl) X, — A*B* jr« — A*C*.z„ — A*Da 

^*- Ajl + Bi + q. ' 



— A* B* j:„ + ( A^ + C'^) /o — Ba C* Zo — B* D^ 

" T^TB^fC^ ^ ' 

__^ ~ AkCkX,- Bit^C* /o -h (A^ -+- Bït)^. — C*D;t ^ 



les coordonnées du centre de moyenne distance des 
pieds des perpendiculaires abaissées du même point 
(^•5 yot Zfi) sur les n plans, ont pour valeurs - 

le symbole ^ s^étendant aux valeurs i , 2 , 3 ^ . . . //de 

Tindice A'. 
Posant 

Ann de Mnthémnt., t. XI. (Mars i85q.) 6' 
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on peut écrire les relations (i) sous la forme 

Ces dernières équations donnent des valeurs de Xo^jo^ ^o 
linéaires et entières par rapport à x, j^, z , et leur sub- 
stitution dans 

(3) ' M(;Co,ro» «o) = o 

fournit une équation de degré m, 

(4) f*(-^,ri2) = o, 

représentant le lieu du centre de moyenne distance. 

II. Remarques, Les formules métamorphiques (2) qui 
servent à passer de l'équation (3) à l'équaliou (4), ou 
inversement , expriment les variables^de Tune des équa- 
tions par des fonctions entières de celles de l'autre ; par. 
conséquent, à un point situé à Finfîni sur Tune des sur- 
faces , correspond un point situé à l'infini sur l'autre , ce 
qui pouvait être facilement prévu. 

Les conditions auxquelles doivent satisfaire les plans 
donnés , pour que les deux surfaces soient homothétiques , 
se réduisent aux cinq suivantes : 

elles expriment . en effet , que les valeurs de a: , ^, 2 , don- 
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nées par les équations ( 2) , sont de la forme 

III. Si le point (xo, j^o? -^o) est assujetti à se trouver 
sur Tintersection de deux surfaces des degrés m et p^ 
représentées par 

P(ar,7, z) = o; 

substituant dans ces équations à j?, y, 2 les valeurs de 
Xoyjo^ Zoî tirées des formules (a), on aura deux nouvelles 
équations des mêmes degrés w et p, 

fx(x,/, z)==0, 
7r(a:, 7, 5) = o, 

qui, considérées comme simultanées , représentent le lieu 
du centre de moyenne distance des pieds des perpendicu- 
laires 5 ce lieu est donc l'intersection de deux surfaces des 
degrés m et p. 

Le théorème qui nous occupe résulte de ce que les coor- 
données du centre de moyenne distance de plusieurs 
points s'expriment par des fonctions linéaires et entières 
des coordonnées de ces poiats^ par conséquent, ce théo- 
rème subsiste, lorsqu'on remplace le centre- de moyenne 
distance par un autre point, dont les coordonnées sont 
des fonctions entières et linéaires de celles des pieds des 
perpendiculaires, comme serait le centre des distances 
proportionnelles. 



6. 
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CONCOURS D AGRÉGATION AUX LYCÉES, ANNÉE 1851, 

Par M. DIEU, 

Agrégé, docteur es sciences. 



COMPOSITION DE MÉCANIQUE. 

Un poids p est suspendu à un anneau D*, dans cei an- 
neau passe une corde quî, d'une part, est attachée à un 
point fixe A, et quî, d'autre part, après avoir passé sur 
une poulie de renvoi B, va s'enrouler sur un cylindre 
homogène horizontal C, mobile autour de son axe, et 
soutient enfin un contre-poids p' . 

On fait abstraction du poids , de la roideur et de l'é- 
paisseur delà corde, ainsi que des frottements. La poulie 
de renvoi B est supposée infiniment petite et à la même 
hauteur que le point fixe A. Trouver le mouvement du 
système en supposant qu'il n'y ait pas de vitesse initiale. 
B Ji A_ 




Off 



Nous supposerons qu'à Tinstant où le mouvement com- 
mence, les cordes, considérées comme des lignes parfai- 
tement flexibles et inextensibles , sont comprises dans le 
plan vertical P des centres de gravité des deux poids /;, p' ; 
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que Panneau 1) , considéré comme un point , est au mi- 
lieu de la partie ADB de la corde AF; enfîn, que 1^ mou- 
vement vient def ce qu'on abandonne le poids qui remon- 
tera, et que Ton avait retenu jusque-là. 

Il suffit, pour répondre à la question, de déterminer 
le mouvement du point D. Or il est évident , à priori , 
que ce point ne sortira pas du plan P, et l'on peut dé- . 
montrei», de plus, qu'il restera sur la verticale EH du 
milieu* de AB. En effet : i** le mouvement initial de I) 
sera celui d'un point libre , auquel on appliquerait simul- 
tanément trois forces, dont la résultante est dirigée sui- 
vant EH, Tune égale à la tension de la corde DG, qui est 
verticale, et les deux autres dirigées suivant DA et DB, 
égales à la tension de la corde. ADBF; 2*^ si l'on admet 
que D soit parvenu en D' sur EH^ après un certain temps , 
et que sa vitesse acquisse soit dirigée suivant cette droite, 
on pourra encore considérer ce point comme libre, en 
lui appliquant trois forces qui seront dans les mêmes 
conditions que les trois forces dont nous venons de parler, 
et le mouvement continuera dans la direction EH. 

Les axes des coordonnées étant pris comme la figure 
rîndique, nous désignerons par y l'ordonnée de D, et 
par y^ celle de F, à la fin de la durée t comptée depuis 
le commencement du mouvement. 

AB étant représentée. par 2 a, on doit avoir 

y ' -I- 2 V^a^ H- j^ = const, ; 
d'où Ton tire 






et 



d^y là" 



dO sJà^^Ty dt- 



{à^ -^y-y 



fê)'=- 



Digitized by 



Google 



(86) 

Les forces perdues sout représentées : pour le poids p, 
par . 

et pour le poids p ', par 

car les y des centres de gravita de ces poids dc diffèrent 
respectivement que par des constantes de ceux des points 
DetF. 

On a donc Téquation 

d'après une règle connue^ et Ton en déduit facilement 

) ( r \ j"" ' 

d^ y 

en remplaçant dy\ ainsi que -^ par leurs valeurs ti- 
rées des équations précédentes, en posant ~= 4^^- 

Comme Téquation (i) ne contient pas t, son ordre 
s'abaisse en prenant j pour variable indépendante. Si l'on 
fait pour cela 

dt 

^ = ^' 
d'où 



^^ — 1 et î^ — D /'l^ fil— _1 ^ 
dt^z dt''~^\z/dt^ z^'df' 

on a 
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Cette équation , qui rentre dans le type connu sous le 
nom adéquation de BevnouW, devient linéaire en posant 





1 


d'où 
et l'on a 


1 dz I du 
z^ dy 1 dy 



du a' t Y 



-k + i f-;—i — v'^'.+r', 

si l'on fait 



Par la comparaison de l'équation (3) avec le type 

dont l'intégrale est 

on trouve facilement qu'il faut faire 

= F^'' 

et 

afin d'avoir l'intégrale de l'équation (3) , qUi est 

ri _ 
si l'on met , . au lieu de G. 
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Maïs , -r- = ifc -— ; donc on a 



,4, -=±^vî: 



^^ -+- 1 , /P^ 4- r' <r 



"^ «^ VC, -h 2 /•/ — ^a^-^~y^ 



le signe supérieur se rapportant au cas où le point D 
descend, et le signe inférieur à celui où il remonte, puis- 
que dt doit être positive. 

On ne peut intégrer Téquation (4) sous forme finie 5 
mais il est possible de reconnaître quel sera le mouve- 
ment du point D , par la discussion de cette équation. 

n convient de déterminer, premièrement , la constante 
arbitraire C,; or, en désignant par jo la valeur initiale 
de Yj on voit qu'il faut prendre 



pour que -^ soit initialement nulle, et nous supposerons , 

dans ce qui suit, que C, a cette valeur. 

Les poids p el p' resteraient en équilibre, si Ton avait 



par conséquent , on devra examiner successivement les 
deux hypothèses : p^p, et p <C p,» 

i^. Soi t p^Pi' Le poids p l'emportera, de sorte que Ton 
doit prendre le signe -f- dans le second membre de l'équa- 
tion (4). • 

Si Ton pose 

C, H- 2 ky — V^mTP = «> 



d'où 



'^' = 2/ ^ 



dr \/«'+y' 
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Pour r= ro9 :7->o, car /;>/;>^ revient à ok'^- - " ; 

et y augmentant k partir de jo^ — décroît , car " 

augmente.* 

Si 2 /f > I , c'est-à-dire /? > 2 ^', ce q;ui emporte p^p,^ 

-pnepeutdevenîrnéffative.'caron a toujours <^i: 

et z croît indéfiniment avec y, car 

2 X-/ — v^a*-4- y' = — ''^ 



v^f 



2/- -+ i/ — hl 



D'après cela, ~ tend vers zéro, car l3'<^a', et, consé- 

quemnicnt, i / ^-^ — ^ est toujours moindre que i. 

Dans ce cas , comme on pouvait le prévoir, le mouve- 
ment descendant du point D continuera tant que la lon- 
gueur de la corde AF le permettra, et la vitesse de ce 
point croîtra toujours. 

Si 2A<^i , c'est-à-dire lorsque p est compris entre 2p' 
et p^y — devient négative quand j^ -dépasse la valeur 

7. ak ' ap 



et z , après avoir augmenté depuis zéro jusqu'à la valeur 
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diminue , puis redevient nulle pour la valeur 



[a] ^_4^\/«'-+-rî-(n-4^Mro 



r ■ 



i — ^A' 



qui donne ^ = o. 

Dans ce cas , le point D ne peut atteindre , en descen- 
dant , la position déterminée par cette valeur de j, puis- 

que sa vitesse ^ décroît indéfiniment, en même temps 

qu'il s'en rapproche indéfiniment. 

2^. Soit p<CPr ^^ poids p* l'emportera, et, par 

conséquent, on doit prendre le signe — dans le second 

membre de l'équation (4)- 

dz 
Pour y:=z y-f^^ TT'^^^ et , j^ diminuant à partir de/o> 

ajr 

— croit et change de signe quand y devient inférieure à 
ajr 

(cette valeur est moindre que j^o? dans le cas 
\ip''—p' 

dont il s'agit maintenant, tandis qu'elle est plus grande 
que jTq dans celui dont nous nous sommes occupés en 
dernier lieu). Comme dy<^o^dz est de signe contraire 

à — ; donc z augmente depuis zéro jusqu'à 

C,-£iv^i-4^S 

qui répond à la précédente valeur de y^ puis diminue 

ensuite jusqu'à zéro, qui répond à la valeur [a], 

/» -D, en remontant, tend d'après cela vers la position 

dy 
déterminée par la valeur [a] de y*^ mais sa vitesse — 

tend simultanément vers zéro , et , par conséquent , cette 
position est une limite que D ne saurait atteindre. 
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eiUND GONGOIRS DE 1851. 
8ILI1TI0II DU PROBLÈXE Dfi MATHÉHUTieiffiS SHPfiHEIlRBS; 

Par m. Camille- Armand -Jules-Marie de POLIGNAC, 

Né à Millemont [ Seine-et-Oise ( * )]. 



Étant donnée noe droite LI7, on mène de chacun de 
ses points, m, deux droites à deux points fixes p, p^ 
Deux autres points fixes O et O' sont les sommets de deux 
angles aOb^ a'O'b* àe grandeurs données, et constants, 
que Ton fait tourner autour de leurs sommets respectifs, 
dfe manière que les côtés Oa, O'a' soient respectivement 
perpendiculaires sur mp^ mp* . On demande : i® Quelle 
est la courbe qui est décrite par le point d'intersection n 
des deux côtés O a , O' a' 5 2° quelle est la courbe qui est 
décrite par le point d'intersection n' des deux autres 
côtés 0&, 0'b\ quand le point m glisse sur la droite LL'. 




(*) Élève da collég« Stanislas, deuxième prix. {Classai de M, Cabart. ) * 
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Occupons-nous de la première partie de la question. 
Les faisceaux issus des points ^, /?' sont homographi- 
ques , puisqu'ils se coupent en des points situés en ligne 
droite. D'ailleurs, si Ton considère le faisceau issu du 
point O, tous ses rayons sont perpendiculaires sur les 
rayons du faisceau issu du point p \ donc les angles formés 
par deux de ces rayons Oa , Oa, sont égaux aux angles 
formés par leurs homologues pm , pm' : les faisceaux issus , 
des points p elO sont donc homographiques. De même le 
faisceau issu du point O' ayant tous ses rayons perpen- 
diculaires sur ceux du faisceau p', est homographique de 
ce demie?»; mais ^' est homographique du faisceau /? ; 
donc les faisceaux O , O' sont homographiques. 

Il en résulte que le lieu des points n est une conique 
passant par les deux points O, O'. Cette conclusion rcr- 
pose sur ce théorème connu : Si l'on joint tous les 
points d'une section conique à deux points quelconques 
pris sur la courbe, on obtiendra deux faisceaux ho- 
mographiques. Ce théorème, évident dans- le cas d'un 
cercle , puisque les angles homologues des deux faiscçaux 
sont tous égaux, s'étend par projection à une conique 
quelconque , et la récipi oqiie est d'ailleurs facile à aper- 
cevoir. Les points n se trouvent donc sur une conique 
passant par O, O'. Passons maintenant à la seconde partie 
de la question. 

Les rayons issus du point O, Oa, Oûf,, etc., d'une 
part, Ot, 06,, etc., d'autre part, forment deux faisceaux 
homographiques, car les angles homologues sont égaux 
comme différence d'angles égaux. Pour la même raison, 
le faisceau O' a\ O' d\^ etc., est homographique de O' i', 
O'é', , etc. 5 mais les faisceaux Oa, OJ,, etc. , et O' a', 
O' d\ , etc., sont homographiques; donc les faisceaux issus 
des points O , O' et se coupant suivant les points /i', soijt 
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homographiques ^ donc ces points se trouvent sur une 
conîque passant par les points O et O'. 

La même construction fournit deux autres coniques 
passant par O et O'. On verra en. effet, aisément, par les 
mêmes considérations , que les lieux des points eetd sont 
deux coniques passant par les deux points en question. 




Généralisation, — Remplaçons la droite LL' par une 
conique passant par les deux points p et p% et cher- 
chons le même. lieu que précédemment, en supposant 
que le point m se meuve sur la conique. D'après le théo- 
rème que nous venons de rappeler, les faisceaux issus des 
points /^ et /;' seront toujours homographiques. Il en sera 
donc de même des faisceaux issus des points O etO', dont 
les rayons, en se coupant, déterminent le lieu des 
points n. Par suite, ces points sont situés sur une coni- 
que qui passe par O et O'. 

La question donnée n'est qu'un cas particulier de celle-: 

ci ; c'est le Oas où la section conique se réduit à deux 

droites LL', pp'^ 

Cherchons maintenant à reconnaître comment varie 

la nature des coniques (lieu des points n) avec la courbe 

directrice, et examinons d'abord la question donnée, 

dans laquelle la conique directrice se réduit au système 

des deux droites LL', pp' , 

Remarquons que lorsque le point mobile sur la droite 

LL' se trouvera en g ^ les deux rayons issus de p et/>' se 
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confondront , et les pei^pendîculaires menées par les 
points O, O' seront parallèles, ce cpii foui^it un point de 
la courbe située à l'infini 5 d'ailleurs , en supposant que 
le point mobile s'éloigne indéfiniment sur la droite LL', 
les rayons issus des points p, p' deviennent parallèles à 
cette droite •, les perpendiculaires menées par O et O' sont 
donc parallèles entre elles, et à ces lignes correspond, 
par conséquent, un point de la courbe situé à l'infini.^ 
Nous trouvons donc deux directions donnant des points 
à l'infini ; d'ailleurs , le lieu des points n ne peut pas , 
dans le cas général, être une ligne droite, puisque deuic 
rayons homologues issus des points O, O' nese confondent 
jamais (*) : le lieu cherché est donc une hyperbole dont 
les asymptotes sont perpendiculaires , Tune à la droite 
LL', l'autre à la droite pp'. 

Il sera d'ailleurs facile de construire cette hyperbole , 
après avoir obtenu préalablement le point n^ car on 
connaîtra alors trois points de la courbe et la direction 
des asymptotes. Ces données permettent de construire 
aisément les diamètres conjugués des cordes qui joignent 
deux à deux les points w, O, O', par suite le centre et les 
asymptotes. Connaissant les asymptotes et un point, une 
construction bien connue en fait obtenir autant qu'on 
veut. 

Revenons au cas général, et supposons que la courbe 
directrice soit une ellipse. Deux rayons pm\ p^m ne se- 
ront jamais parallèles; de plus, ils ne se confondront 
jamais, car même, si l'on suppose que le point mobile 
soit arrivé en p^ l'un des rayons serap'p, l'autre la tan- 
gente au point p. Il en résulte que les droites menées 



( * ) Lorsque deux faisceaux bomographiques ont deux rayons homologues 
qui se confondent, I0 lieu des intersections de leurs rayons ^st une ligne 
droite , et réciproquement. 
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par O et O', qui déterminent les points du lieu, ne seront 
jamais parallèles; par suite, la courbe n'ayant aucun 
point à l'infini, sera une ellipse. Si la courbe directrice 
était un cercle, l'angle O w O' = pmp* étant constant, le 
lieu des points n serait un segment .capable de cet angle 
décrit sur OO'. 

Supposons, en second lieu, que la courbe directrice 
soit une parabole. Lorsque le point m s'éloignera sur la 
courbe jusqu'à l'infini , les deux rayons pm^p' m seront 
parallèles : ce sera d'ailleurs la seule direction pour la- 
quelle les perpendiculaires menées par O et O' seront 
parallèles. La courbe engendrée par le point n ayant des 
points situés à l'infini, mais dans une seule direction, sera 
une parabole • 

Enfin, en supposant que la conique directrice soit une 
hyperbole , on verra pareillement qu'on trouve pour les 
perpendiculaires issues des points O et O' deux directions 
donnant des points situés à l'infini, ce qui prouve que, 
dans ce cas, le lieu des points n est aussi une hyperbole. 
Ses asymptotes sont perpendiculaires aux asymptotes de 
la première. 

Cette hyperbole pourrait d'ailleurs se réduire au sys- 
•tème de deux droites 5 c'est ce qui arriverait si, par 
exemple, la ligne 00' était perpendiculaire à l'une des 
asymptotes de Thyperbole directrice. Car alors les deux 
parallèles menées par O et O', qui doivent donner un 
point à l'infini, venant à se confondre, les faisceaux ho- 
mographiques O et O' auraient deux rayons homologues 
se confondant , et les intersections des autres seraient en 
ligne droite (*). Remarque analogue dans le cas de la 
parabole. 



{*) C'est d'ailleurs le seul cas où le lieu des points n peut se réduire au 
système de deux droites. 
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Concluons qu'en général le lieu des points n est une 
conique de même nature que la courbe directrice ou une 
vîiûpiété de cette courbe. 




A' 
Lorsque le point mobile m se meut sur la droite LL', 
le lieu des points n peut aussi être une ligne droite, et 
cela arrivera quand la ligne 00' sera perpendiculaire à 
l'une des deux lignes pp^ ou LU, ce qu'on peut déduire , 
comme cas particulier, de ce, que nous avons remarqué 
précédemment. La courbe engendrée par le point n* peut 
aussi présenter cette particularité. En effet, si nous sup- 
posons que l'angle pmp' soit égal à w' — o), on aura 

dnO = «'— w; 

par suite, l'angle hdn sera égal à w', et deux rayons dé- 
terminant les points w' seront parallèles-, si , de plus, la 
droite 00' fait avec pm Tangle 90*^ — &>, ou, ayec pm^ 
l'angle 90° — w', les faisceaux homogtaphiques qui dé- 
terminent les points «' ayant deux rayons homologues se 
confondant, le lieu de ces points sera une ligne droite. 

Si les angles o) et w' étaient égaux, les rayons Ow', On' 
seraient parallèles en même temps que les rayons O /ï, O'/?. 
Donc la courbe engendrée par le point n! serait une hy- 
perbole dont les asymptotes feraient, avec celles de l'hy- 
perbole lieu des points n , l'angle w \ si , en même temps 
que oi)'= 0), la droite 00' faisait avec pp' l'angle 90^ — w , 
ou, avec LL', l'angle o), le lieu des points n' serait une 
ligne droite. 
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Remarque, Nous avons supposé jusqu'ici que les droites 
déterminant les points n étaient perpendiculaires sur les 
rayons p/w, pfn!\ on peut encore généraliser les résultats 
.obtenus dans cette hypothèse. Revenons, en effet, au cas 
général dans lequel le point /w est supposé se mouvoir sur 
une conique passant par p ei p'\ menons par le point O 
des droites faisant un angle constant a avec tous les 
rayons tels que p/M-, par le point O', des droites faisant 
un angle constant a' avec tous les rayons tels que p'm. 
Le lieu des intersections de ces droites sera une conique 
passant par O et O'. 

En effet, le point a, sommet d'un angle constant, se 
meut sur un cercle qui passe par les points p et O. 

Par suite , les faisceaux issus de ces points sont homo- 
graphiques. Pour une raison analogue, les faisceaux issus 
des points O'et p' sont homographiques. Mais le faisceau 
issu du point p est homographique du faisceau p'\ donc 
les faisceaux O et O' le sont entre eux, et le point n en- 
gendre une conique passant par O et O'. 

Supposons que les angles en question soient égaux, et 
que la ligne OC fasse avec pp' ce même angle a : consi- 
dérons deux positions quelconques correspondantes des 
points meln. Les trois côtés du triangle On (y sont égale- 
ment inclinés sur ceux dft triangle pmp''^ par suite, ces 

deux triangles sont semblables , et le rapport ^ étant 

constant, il s'ensuit que le lieu des points n sera une 

conique semblable à la première, et le rapport de simili- 

, 00' 

tude sera — y 
pp' 

Ceci comprend, comme cas particulier, un résultat 
précédemment obtenu. Nous avons vu, en effet, dans le 
cas de la droite LL', que le lieu des points n déterminé 

Ann.de M aihémat.f t. XI. (Mars i852.) 7 
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par les perpendiculaires menées par O et O' était une 
ligne droite si 00' était perpendiculaire sur pp^. 




Proposition corrélatiue, — On a une conique, deux 
tangentes fixes et une tangente mobile. Par ses divers 
points dHntersection avec les deux tangentes fixes, on 
mène des perpendiculaires sur deux droites D , D' ; on 
joint les pieds des perpendiculaires correspondantes. La 
droite (xa enveloppe une conique. 

En vertu d'un théorème , 'corrélatif de celui qui nous 
a servi à résoudre la question donnée, les points a , &,..., 
a', i',..., sont homographiques. Par suite, il est évident, . 
à cause des parallèles , que les points a, 6, etc. , a', 6', etc., 
seront aussi homographiques.' Donc la droite aot' enve- 
loppe une conique tangente aux droites D, D'. 
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SOLUTION DE U OUESTIOli 84 

(voir t. III, p. U6); 

Par m. h. FAURE, 

Lieutenant d'artillerie. 



On a mis dans une urne vingt billets numérotés 
1 , 2, 3,.«'9 2to; sur ce nombre, il y a cinq bons billets 
et quinze mauvais. Vingt personnes doivent puiser suc- 
cessivement dans l'urne et prendre un des billets. La 
chance de prendre un bon billet est-elle la même pour 
toutes ces personnes ? (Faudot.) 

Supposons, pour être plus clair, qu'il y ah b billets 
blancs et ii billets noirs, et supposons qu'une personne 
tire un premier billet. Ce billet sera blanc ou noir; par 
conséquent , une autre personne venant puiser dans l'urne 

aura la probabilité 7 de tirer un billet blanc s.i 

* -f- n — I 

le premier tiré était de cette couleur, ou y -— • si ce 

premier était noir. Or on peut tirer un billet blanc de 
h manières différentes; donc la probabilité d'amener un 

billet blanc sera -, 9 et la probabilité d'amener un 

billet noir est t-^ — Donc, si Ton multiplie la probabilité 

de chacune de ces hypothèses par celle relative au second 
tirage, et que l'on fasse la somme, on aura la probabilité 
pour que la seconde personne tire un billet blanc ; or cette 

somme sera ^^ _^^^^i, ^. n^ 1) "= T^n' c est-a-dire 
égale au nombre des billets blancs divisé par le nombre 
des billets; donc elle est la mènie pour chaque personne. 

7- 
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EXAMEN D liN CAS SINGULIER Qll SE PRÉSENTE DANS LA 
DIVISION ABRÉGÉE EN USAGE; 

Pau m. ADVILLE, 

Licencié es sciences. 



i . On sait comment , lorsqu'on a deux nombres déci- 
maux à diviser l'uti par l'autre, on peut détjjrmîner, à la 
seule inspection de ces nombres, l'espèce des unités de 
l'ordre le plus élevé du quotient. On sait aussi que, si 
Ton veut avoir le quotient de deux nombres décimaux à 
une unité près , par défaut ou par excès , il suffit de con- 
server au diviseur un chiffre de plus que n'en doit avoir 
le quotient, et au dividende les chiffres placés à gauche 
de la virgule, après qu'on l'aura avancée ou reculée d'au- 
tant de rangs que celle du diviseur. Soient, en effet, A 
et B le dividende et le diviseur conservés, A -h a et B-+-6 
le dividende et le diviseur complets, a et ê sont des frac- 
tions plus petites que l'unité, et l'on a identiquement 

Ar=BQ 4-R, 



d'où 



Mais 



A -h a =: (B -f- ê ) Q — 6 Q -4- (R + a) , 
A-f-a__ êQ . R + a 



B-4-ê~^ B-h6B-h6 



Q<B, ê<i, dW ^g<î; 

R^-i<B, RH-a<B, d'où ?-±-f <^. 

L'application simultanée de cette règle et de celle qui 
donne à priori le nombre des chiffres du quotient, 
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conduiuquelquefois à une* contradiction apparente, qu'on 
résout de la n\anière la plus heureuse en faisant voir que 
tous les chiffres du quotient sont alors des neuf. 

Exemple, Soit à<iiviser 235745287,41 par 235766,179. 
Le quotient doit avoir trois chilFrês , et , pour l'avoir à une 
unité près, il suffit de diviser 2357462 par 2357. On voit 
immédiatement que le quotient entier de ces deux nom- 
bres, que j'appellerai Q', aura quatre chiffres*, mais il 
ne peut pas être plus grand que 1000. Car sans cela on 
aurait, par la règle qui donne le nombre des chiffres du 
quotient cherché, 

Q <] 1000, 
et , par la seconde , 

inégalités qui seraient contradictoires^ ce qui est impos- 
sible, parce qu'aucune des règles ne souffre d'exception. 
On a donc 

Q ' = 1 000 , 
it 

Q <; 1 000 , 

Q>iooo— I, ou 999. 

D'où il suit que 1000 est le quotient cherché, à une unité 
près par excès, tandis que 999 représente le même quo- 
tient, à une unité près par défaut. 

Il ne faut pas croire pourtant que toutes les fois que les 
chiffres du quotient seront tous des neuf, on en sera averti 
immédiatement comme dans l'exemple précédent. Soit , 
en effet, à diviser 23399,86543 par 23,41^5. Le quotient 
devant avoir trois chiffres , il suffit , pour l'obtenir à une 
unité près , de diviser 2339986 par 234 1 ^ or, le quotient 
de cette division n'a que trois chiffres, lesquels sont tous 
des neuf. ' 

2. Dans la. divison abrégée proprement dite, on con- 
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serve généralement au diviseur deux chiffres de plus que 
n'en doit avoir le quotient. Et comme après^îhaque chiffré 
du quotient obtenu , on barre un chiffre au diviseur, il 
en résulte que le diviseur employé à*la recherche d'un 
chiffre du quotient a toujours deux chiffres de plus, et 
non davantage , qu'il en reste à trouver. Cela posé , soient 
n le nombre des chiffres du quotient, p le nombre des 
chiffres obtenus par la méthode abrégée, et r^ le reste 
de la dernière division effectuée. On a 

en appelant df(p:_,) le diviseur correspondant à r^^f. Si 
Ton suppose qu'en barrant le dernier chiffre de fi?^^i, on 
trouve 

r^>flf^_,Xio, 

on rencontrera précisément le -cas singulier que je me 
suis proposé d'examiner. 

Supposons qu'au lieu de barrer le dernier chiffre de 
r/p_i, on conserve ce diviseur, et qu'on achève la divi- 
sion à la manière ordinaire, c'est-à-dire en abaissant 
successivement un chiffre à la droite de r^ et des restes 
suivants. On obtiendra ainsi n — p chiffres dont je re- 
présenterai l'ensemble par q\ tandis que j'appellerai q 
l'ensemble des chiffres obtenus par la méthode abrégée. 
^Xio^-z' + v' 

sêPa le quotient cherché à une. unité près 5 car il est facile 
de voir que la démonstration synthétique de la division 
abrégée, qui se trouve aujourd'hui partout, s'applique 
à fortiori au cas où l'on achève l'opération par le pix)cédé 
ordinaire de la division. 

Toute la question est donc de trouver, à une unité 
près, le quotient g qui doit avoir n — p clfiffres. Et il 
sufljt pour cela, comme nous l'avons démontré, de con- 
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server au diviseur n — p -h i chiffres-, mais dp^i en a 
n — p -h i : on peut, par conséquent, en barrer un 
(et même deux); et si l'on trouve, après cette suppres- 
sion , que les unités de Tordre le plus élevé du quotient ç' 
sont de Tordre n — p-i-i , c'est que ce quotient est, à une 
unité près, lo'*"'' par excès, ou lo'*"'' — i par défaut, 
c'est-à-dire que le quotient cherché est 

q X lo"-/* -h lO"""'' — I . 

Ce qu'il fallait démontrer. 

On verrait de la même manière que y si Ton rencontrait 
ce cas singulier en cherchant le premier chiffre du quo- 
tient, on pourrait affirmer que le chiffre des dixièmes est 
un neuf, et qu'il en serait de même pendant tout le cours 
de Topération, si, au lieu de conserver au diviseur 
d'entrée deux chiffres de plus seulement que n'en doit 
avoir le quotient, on en conservait trois, etc., etc. (la 
somme des chiffres du quotient étant toujours plus petite 
que cent). 



THÉORÈMES SUR LE OUADRILATÈRE REGTILIGNE-, 

Par m. J. MENTION. 



1 . Théorème. Les trois circonférences décrites sur les 
diagonales d *un quadrilatère complet comme diamètres, 
ont un même axe radical. 

Je démontrerai ce théorème en me fondant sur cette 
simple observation, que, s'il existe plus d'un point de 
commune puissance par rapport à trois cercles , les cen- 
tres de ces cercles et tous les points de commune puis- 
sance sont respectivement sur deux droites perpendicu- 
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laires Tune à l^autre; la seconde est Taxe radical commun 
des trois cercles. 

Soit, en effet, un quadrilatère complet ABCDEF^ je 
décris sur les trois diagonales BD, AC, EF les demi-cir- 
conférences filD, CKA, ELF. Alors, les droites BI, CK, 
LF, hauteurs du triangle BCF, se couperont en un même 
point H. D'ailleurs, à cause des quadrilatères inscripti- 
bles BICK , BILF, CKLF, les produits HI . BH , HC . HK , 
HF . HL sont égaux , c'est-à-dire que le point H est de com- 
mune puissance par rapport aux trois cercles. Or, comme 
il y a quatre triangles formés avec trois des côtés du qua- 
drilatère, il y aura quatre points de commune puissance 
par rapport à nos cercles, ce qui prouve la proposition. 




Mais on remarquera que l'observation faite ci-dessus 
met en évidence d'autres propriétés du quadrilatère ; aussi 
vais- je , d'un seul coup , formuler quatre énoncés : 

1**. Les trou milieux des diagonales d\in quadrila- 
tère complet sont en ligne droite^ 

7?, Les quatre points de rencontre des hauteurs des 
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triangles formés, successivement as^ec trois côtés du qua^ 
drilatèrey sont en ligne droite (*) ; 

3^. La ligne des points de rencontre est l 'axe radical 
commun des trois circonférences décrites sur leS diago- 
nales du quadrilatère comme diamètre ; 

4**. La ligne des points de rencontre est perpendi- 
culaire à la ligne des milieux des diagonales, 

2. Autre remarque importante : le cercle circonscrit 
au triangle formé par les diagonales étant orthogonal à 
ceux que nous venons de considérer, son centre appar- 
tiendra à la ligne des points de rencontre des hauteurs. 

Corollaire, La polaire d'un quelconque des six som- 
mets du quadrilatère complet , par rapport au cercle que 
déterminent les points d'intersection des diagonales, ne 
peut être parallèle à la ligne des milieux de celles-ci . 

Car la droite qui joint ce sommet au centre du cercle 
serait perpendiculaire à la ligne des milieux; elle serait 
donc précisément la ligne des points de rencontre des 
hauteurs, ligne qui ne peut contenir aucun des sommets 
du quadrilatère, à moins qu'il ne dégénère en trapèze. 

3. Définition . Deux points sont conjugués par rapport 
à uneco nique , lorsque la polaire de l'un d'eux passe par 
l'autre, et vice versa, 

Lemme I. Le milieu de la distance d'un point au point 
de concours de ces polaires par rapport à deux cercles , 
appartient à leur axe radical. 

Lemme II- Les sommets opposés d'un quadrilatère 
quelconque sont respectivement conjugués au cercle pas- 
sant par les points d'intersection de ses diagonales. 



.(*) Qu'il me soit permis de dire que je me suis en quelque sorte im- 
posé Tusagc des transversales, dans la solution insérée au commencement 
du tome V de ce Recueil , concernant ce second énoncé. 
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Théorème. Dans un quadrilatère complet ^ deux cou- 
ples de sommets opposés étant conjugués par rapport 
à un cercle y il en sera de même à V égard du dernier 
couple.* (Otto Hesse.) 

Ainsi 5 je suppose un cercle M pour lequel les sommets 
opposés (A, C), (B, D), par exemple, soient conjugués, 
et je veux montrer que les sommets E et F seront aussi^ 
conjugués. Du lemme I il résulte immédiatement que 
la ligne des milieux est l'axe radical du cercle Mi circon- 
scrit au triangle ayant pour côtés les trois diagonales , et 
du cercle M , parce que les polaires d'un sommet relatives 
aux deux cercles se croisent au sommet opposé. Encore, 
d'après le lemme I, le point de concours des polaires du 
sommet E se trouve sur une parallèle à la ligne des mi- 
lieux (*) conduite par le sommet F : se trouvant déjà 
sur une seconde droite issue de F [lemme \l)^ de direc- 
tion différente de la première (voyez corollaire, art. i) , 
ce point de concours sera précisément le sommet F. 

C. Q. F. D. 

Le mode précédent de démonstration indique , sur-le- 
champ, une propriété commune à tous les cercles dont 
les extrémités des diagonales d'un quadrilatère complet 
leur sont respectivement conjuguées : tous ces cercles ont 
la ligne médiane des diagonales de ce quadrilatère pour 
commun axe radical. 

Corollaire, Le théorème subsiste pour une conique 
quelconque; évident par la méthode projective. 



(* ) On abrégerait le discours en appelant médiane la lifjne des milieux 
des diagonales d\in quadrilatère. 



Digitized by 



Google 



( '»7 ) 



SUR LA LIMITE SUPÉRIEURE DES RACINES POSITIVES D'UNE 
ÉQUATION; 

Par m. L. GISCLARD, 

Professeur au lycée de Toulouse. 



Théorème, y = f[x) = o élant une équation du de- 
gré 7n, si x=:Xii donne pour j [pc) et ses différences^ 
des résultats tous positifs y^^ ^yo^ ^*J^ov^ ^'""Vo^ 
je dis qu on aura une limite supérieure des racines posi- 
twes de l ^équation , en prenant 

xz=: Xji + (m — i). 

Démonstration, Ce théorème est une conséquence de 
la formule fondamentale du calcul aux différences finies 

z(z — i). . Jz — (m — i)l , 
I .2. . ,m 

Remarquons d^ abord que les deux membres étant du 
degré m par rapport à z , cette formule sera vérifiée pour 
toutes les valeurs de z , puisqu'elle est déjà vérifiée par 
les valeurs entières. Si donc j^o ? ^Jo ? ^V» v?^'""*jro 
sont positifs , il est évident que si l'on prend z = m — i 
ou une valeur plus grande, le second membre, et par 
suite y (a^o 4- ^) sera positif 5 car les différents coeffi- 
cients seront tous positifs. Si Ton prend s <^m — i, un 
des coefficients au moins devenant négatif, on n'est plus 
sûr que /(xq-^z) soit positif. 

On peut faire voir, du reste facilement , que lorsqu'on 
fait décroître indéfiniment l'intervalle des substitutions , 
le théorème précédent conduit à la limite des racines po- 
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sitives de Newton. En effet, prenons la formule générale 



I .2 



n[n — i){n — 2) ^, 
+ ...3 • ^^•^'+---> . 

^^05 ^*J"o5 ^*^05 ••• relatifs à Tîntervalle A varieront 
avec A; on peut écrire le second membre sous la forme 

-^•••+7:î^('-^)(-î)---(-'"-')'"^- 

Faisons maintenant décroître h et croître /i, mais de 
manière à ce que nh soit constant; on aura, quand on 
supposera h infiniment petit , 

f(a:,+ i) = y. + A/'(o)+^/"(o)+. . .-H _^y-(o), 
ce qui nous conduit à la limite de Newton. 



ÉliONGÉS DES QUESTIONS DE MATHÉMATIQUES PROPOSÉES 
AU CONCOURS POUR L'ÉCOLE NORMALE, I8S1 

( voir t. IX , p. 361 ) . 



Première question , — ■ Dans toute équation de la forme 

/(x) = o, 

le nombre des racines positives ne peut surpasser le nom- 
bre des variations que présente le premier membre. 

Deuxième question» — L'équation d'une parabole rap- 
portée à des coordonnées rectangulaire est 

/^ — 2 XY -\- JC''- — 2/ -f- 1 ::ir O. 
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i". Trouver, par une méthode quelconque, les coor- 
données du sommet , celles du foyer, la grandeur du pa- 
ramètre et l'équation de Taxe ; 

1^, Vérifier les résultats par une seconde méthode in- 
dépendante de la première. 

Troisième question. — Expliquer comment, lorsqu'on 
cherche l'équation de l'ellipse d'après cette définition : 
Quel est le lieu des points dont la somme des distances à 
deux points fixes est constante, on trouve une équation 
qui peut représenter en même temps l'ellipse ou l'hyper- 
bole , suivant que la grandeur donnée est plus grande ou 
plus petite que la distance des deux points. 

yota. On n'insérera pas de réponses à ces insignifiantes questions. 



NOTE SDR LA THÉORIE DES LOGARITHMES; 



Par m. MOURGUE, 

Professeur au lycée de Marseille. 



De simples considérations d'arithmétique permettent 
d'arriver à l'inégalité 



'«>g(' + T^.)<^' 



et d'en déduire une limite de l'erreur commise dans l'em- 
ploi de la proportion tabulaire. 

Admettons, pour un instant, l'inégalité 

(i -4- Qt)« < I 4- w a (i -H a,y"y 

dans laquelle m désigne un nombre entier, et a un nom- 
bre commensurable ou non. 
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Si , après lui avoir donné la forme 



on pose 

il en résulte 

et, par suite, 



I -Ha r= V 10, 



\om 



lOW ^ '^ 

d'où l'on déduit, en faisant w^rg.io", 

9.10"/ 



10" 



Mais, dans le système décimal dont il s'agît ici, le loga- 

. , . 9»o7 — , 

nthme de \ \o est . Donc 

^ 9 • ï o" 

Cela posé , on a 

log (N + A) - log N = log ^^, 

log(N^2/0^1og{N + A) = log^lt2i. 

d'où 

, N + A , N + 2A 

log--^ — '«girrr 

Pour une même valeur de h , cette dernière quantité di- 
minue quand N augmente, et, pour une même valeur 
de N , elle diminue avec lu 
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Soient maintenant h = — ^ et N = lo*, on aura 

Ainsi, quand un nombre N loooo reçoit des ac- 

(Toissements successifs égaux à » il en résulte, pour 

son logarithme, des accroissements correspondants , dont 
les valeurs vont en décroissant , et deux de ces valeurs 

consécutives sont essaies entre elles, à moins de • 

. 9.10" 

Soit i le premier de ces accroissements ; le second sera 

compris entre / et 1 -? le troisième entre i et 

^ 9.10" 

i — 2 , . . . , le centième entre i eii — 00. . 

9.10'^ ^^9.10" 

Donc, si le nombre N croît de 100 ceadèmes ou i , la 

variation A de son logarithme sera la somme des cent 

accroissements précédents, et sera comprise entre 100/ et 

100. qq I » . ^ j- 

loo i ^^« î c est-a-dire que 

2 9.10" * 

ô.ioo.qq 

A = 100 i ^9 

2.9«io'* 

en désignant par une quantité comprise entre o et 1 . 

De même , si le nombre N croît de p centièmes , on 
aura, pour la variation de son logarithme, 

'^ 2.9 10** 

On déduit de là 

100 2.9. 10" 

Or, pour /; <^ 100, le numérateur est inférieur à 10*, et 

le second membre est plus petit que --5 , ou — 7^ 

*^ ^ ^ loiïO' 1,8.10* 
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Ainsi l'égalité D = A —9 qui n'est autre chose que la 

proportion usitée, donne pour D une valeur exacte, à 

5 
moins de - d'une unité du huitième ordre. Cette limite 

9 

est la moitié environ de celle que donne l'algèbre, comme 

on le voit dans l'intéressant article de M. Serret (p. 3i). 

Passons maintenant à la démonstration de l'inégalité 
précédemment admise. 

De l'égalité 

(i-f.a)^ = (i-f- a)'«-'(i-Ha), 
on déduit 

(l-ha)'» <(i -f.a)'"-'-h a(l 4- «)% 
(l + a)«-' < (1 4- a)™-» -4- a(i + x)^, 

H-a < I -+-a(i -4- a)"'; 

d'où , par addition , 

(l + «)"• <; I -h w a (i -f- a)*". 



BIBLIOGRAPHIE. 



Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annales de Mathématiques 
se trouvent chez Bachelier, libraire, quai des Augustins, 55. 



Théorèmes et Problèmes de Géométrie élémentaire; 
par H.'Ch, delà Trémoire. Seconde édition , entière- 
ment revue et corrigée par E, Catalan ^ docteur 
es sciences, etc. In-8^, pages li-347; *4 planches. 
Paris, i852. (Voir Nom^elles Annales, t. II, p. 5i5.) 

La première édition de cet ouvrage laissait beaucoup à 
désirer sous le. rapport de l'ordre et de la qualité des 



Digitized by 



Google 



( 1.3 ) 

matières^ on y remarquait aussi l'absence de plusieurs 
théories imporjtantes. M. E. Catalan a bien voulu se 
charger de faire disparaître ces imperfections, et nous 
croyons qu'il y a complètement réussi. Les questions ont 
été disposées dans un meilleur ordre : quelques-unes , 
d'un moindre intérêt, ont été supprimées et remplacées 
par d'autres, choisies parmi les plus ingénieuses et les 
plus fécondes de la géométrie moderne. 

Ne pouvant faire ici une analyse que ne comporte pas 
la nature de l'ouvrage, nous indiquerons sommairement 
les principales additions dues à M. Catalan-, elles consis- 
tent dans les théories suivantes : Transi^ersales y po- 
laires» dmsion harmonique j axes radicaux, centres de 
moyennes distances, cercles satisfaisant à des condi- 
tions données, isopérimètres , polygones gauches, pro- 
priétés générales des polyèdres, points réciproques et 
droites réciproques ^ plans polaires, plans radicaux, cer- 
cles conjugués, transversales sphériques, etc. 

Après cette énumération, on s'étonnera que l'ouvrage 
n'ait que 347 P^S^^î ^^ ^}^^ ^^^^ ^^ richesses soient ren- 
fermées dans un si petit espace. L'explication en est bien 
simple. M. Catalan, cela doit être bien connu de nos 
lecteurs, sait unir la concision à la clarté (*). D'ailleurs 

( * ) Nous citerons toutefois un passage où la concision paraît nuire à la 
clarté et même à la rigueur du raisonnement. Voici les paroles de l'au- 
teur : 

« Remarquons d'abord qu'^fcc des côtés donnés, on peut toujours former 
un polygone convexe inscriptihle à une certaine circonférence ; et l'on n'en 
peut fof nier qu'un. 

» En effet , si dans une circonférence donnée, on prend des cordes suc- 
cessives , respectivement égales aux côtés donnés , l'extrémité de la dernière 
tombera en deçà ou au delà du point de départ, suivant que la circonfé- 
rence sera trop grande ou trop petite. Or il y a des circonférences de 
toutes les grandeurs ; donc il en existe une , et une seule , telle que l'extré- 
mité de la dernière corde coïncide avec le point de départ. » 

Nous n'accordons pas que l'extrémité de la dernière corde tombe au delà 

4/1/1. de Maihémat., t. XL (Mars i85a.) 8 
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rien ne simplifie la science comme l'emploi des méthodes 
générales. On trouvera dans le livre des questions célèbres 
auxquelles on avait autrefois consacré de longs Mémoires, 
et dont la résolution tient aujourd'hui tout entière en 
quelques lignes. 

JNous terminerons en indiquant à l'auteur quelques su- 
jets dont il pourrait enrichir une nouvelle édition de son 
ouvrage. Un choix convenable de questions prises dans 
la géométrie de la règle et dans celle du compas serait , 
je crois, de nature à intéresser une certaine classe de 
lecteurs. J'en dirai autant de la décomposition des figures 
équivalentes en parties superposables , genre de problèmes 
qui donne lieu à d'ingénieuses combinaisons. [Noux^elhs 
Annales, tome VI, page 434*) K- Prouhet. 



QUESTIONS. 



251. Placer les huit premiers nombres sur une même 
ligne , de telle sorte que la différence de deux quelconques 
de ces nombres ne soit pas égale à la différence de leurs 
rangs dans la ligne. Combien existe-t-il de dispositions de 



du point de départ, par cela seul que la circonférence est trop petite. En 
effet, soit un cercle partagé en deux segments inégaux par une corde AB. 
Dans le plus petit des segments , à partir du point B , inscrivons plusieurs 
cordes successives dont la dernière se termine en L, en deçà du point A. 
Cela posé, la droite AB restant fixe, si l'on fait varier le rayon du cercle, 
le point L se rapprochera du point A si le cercle augmente, et s'en éloignera 
si le cercle diminue. 

La grandeur du cercle n'est donc pas la seule chose que l'on doive con- 
sidérer ici; il faut en outre avoir égard à la manière dont lo centre est 
situé par rapport à un côté supposé fixe. 

Voir les Nouvelles Annales y torao IX, page iH/|. 



Digitized by 



Google 



( «I^» ) 

ce genre ? 

17582463 

est une de ces dispositions. 

Placer sur un échiquier huit reines, de manière que 
aucune d'elles pe soit en prise à l'une des sept autres? 
La solution est une conséquence de la précédente. 

(E. LlONNET.) 

252. En ôtant les doubles du jeu ordinaire du domino, 
il reste vingtet une pièces. On peut ranger ces vingt et 
une pièces sur une seule ligne en se conformant à la règle 
connue du jeu. De combien de manières cet arrangement 
est-il possible (*)? 

253. Étant donnés deux cônes de révolution autour du 
même axe \ un plan tangent au premier cône coupe le 
second cône suivant une conique, et un plan tangent au 
second cône coupe le premier cône suivant une seconde 
conique. Une de ces coniques est égale à la focale de 
l'autre conique. 

On nomme focale d une conique le lieu géométrique 
de ses foyers situé dans l'espace. (Vachette, Noui^elles 
Annales^ t. I, p. 417) (Dieu.) 

2d4. Soient , dans un même plan , 

A, B, C, trois points situés sur la droite X, 
A', B', C, trois points situés sur la droite X', 
A", B", C'% trois points situés sur la droite X". 

Formons un système de neuf droites 

l h!M\ B'B% C'C", 
(0 |a''A, B"B, C'C, 

(aas bb', ce, 



(*) Question combinatoire difficile que nous avons vainement proposée 
à plusieurs analystes distingués. 

8. 
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OÙ A A' est la droite qui paisse par les points A et A', et 
ainsi des autres. 

Formons encore un système de neuf points , 

( B'B''.C'C", C'C'.A'A", A'A".B'B^ 
(2) |b"B.C"C, C'C.A'^A, A''A.B''B, 

( BB'. ce/, ce. AA' , AA'. BB', 

où B'B''. ce est le point d'intersection des droites B'B'^ 
et CC^ etc. 

Si les points de Tune quelconque des colonnes verticales 
sont en ligne droite , les points des deux autres lignes ver- 
ticales sont aussi en ligne droite; les trois droites se ren- 
contrent en un même point, et les trois droites X', X'', X"^ 
se rencontrent aussi en un même point. La réciproque a 
lieu. 

Soient, dans un même plan, 

A, B, C, trois droites concourant au point X, 
A', B', C, trois droites concourant au point X', 
A", B", C\ trois droites concourant au point X". 

Formons un système de neuf points, tableau (i), où A'A" 
est maintenant le point d'intersection des droites A' et A'^ 
et ainsi des autres. 

Formons encore un système de neuf droites, tableau (2), 
où B'B'', CC" est maintenant la droite qui passe par les 
points B'B" et C'C, etc. Si les droites de Tune quelconque 
des colonnes verticales concourent en un même point, il 
en sera de même des droites des deux autres colonnes ver- 
ticales; les trois points de concours sont sur une même 
droite , et les trois points X , X', X" sont aussi sur une 
même droite. La réciproque a lieu. 

Donner une démonstration géométrique sans figures ou 
une démonstration algébrique sans calculs. (Cayley.) 
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MOYEN DE CALCULER PROMPTEMENT LES RACINES D'UNE 
ÉQUATION DU OUATRIÈME DEGRÉ, QUI \A AUCUNE RACINE 
RÉELLE; 

Par m. KORALEK, 

Professeur. 



1 . La résolution d'une équation du quatrième degré 
revient , comme on sait , à trouver une fonction des ra- 
cines qui n'ait que trois valeurs. On a employé trois 
genres de fonctions : i° [x^ -h x^ — x, — Xi,)-^ c'est la 
solution d'Euler, que Lagrange considère comme la plus 
simple [Résolut, des Équations numénques, note XIll. 
p. 366; troisième édition, 1826). 2^ x^x^ -^x^Xi,\ c'est 
à quoi ramène la solution de Ferraris, comme le fait 
voir M. Serret dans son excellent Traité d^ Algèbre su- 
périeure, p. 218; i849- Dans cette méthode, on n'a be- 
soin de connaître qu'une seule racine de la résolvante. 
3° (x, +x^ [x^ 4- 0:4); c'est le jj' de Lagrange 
[Résolut, des Equations numériqueSy p. 16^) \ maïs il 
ne s'arrête pas à cette fonction et la ramène à la pré- 
cédente, x^Xt -h ^8^45 qu'il désigne par u. Or, lorsque 
toutes les racines sont imaginaires , il est plus avantageux 
de s'en tenir au calcul de 7 |'. 

En effet , soit 

,r* — 2 nx^ -h bx^ — 2 ex --h r/ = o 

une équation que Ion suppose n'avoir aucune racine 
réelle ; les racines sont donc de la forme 

\es trois valeurs de 7^', ou de 

(.r, H- Xj) [x, -\- X4) , [x, H- X,) (.r., -|- x^) , (x, -h .r,) (.r, -+- x^) , 
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sont donc 

Ainsi les trois racines do la résolvante sont réelles, 
deux sont positives, et 4««' est la plus petite de ces ra- 
cines. On peut obtenir cette résolvante par la théorie 
connue des fonctions symétriques; mais on y parvient 
plus promptement à l'aide des relations newtoniennes , 
entre les racines et les coefficients de Téquation. Ces re- 
lations donnent 

a -\- a =. a y 

a' H- p» -f. a'' -f- p'' -h 4 aa' = A , 

a'(a^-*- P»)-f-a(a"-+- P") = ^ , 

Posons 

la deuxième et la troisième équation donnent 

a — a a — a 

Substituant ces valeurs dans la quatrième équation , et se 
rappelant que (a — ol'Y z=i à^ — ^y^ on obtient 

(i) 167'-- ^by*-\-{b'''^^aC'-'^d)y — abc-if abd-^c^— o, 

et j^ est le 7 ^' de Lagrange. Cette équation ayant deux 
racines positives doit présenter au moins deux variations, 
ce qui établit des relations d'inégalité entre les coefficients 
de l'équation. 

Soient j^i, j^2, j^3 les racines de cette équation ran- 
gées suivant l'ordre ascendant de grandeur, on aura 

(a -+- «')^ -h (p -+- n= «'^ -^ 2j. -^ (p - p'r = 4r., 

(« H- a,)^ ^ (p - P7=r «^ ^ p.^, H. (P 4_ p').=^ 4^^,. 

d'où Ton déduit les valeurs de p el (3' en fonction des trois 

racines m Jîi Js- 
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On a aussi 

a 4- a' = «, 
a la^ , a ^ la} 

On a trouvé ci -dessus, 

a — a 

donc la seule valeur de y^ suffit pour déterminer (3 et. 
aussi (3'. 

Ohsen^ation. a étant réel, on a toujours 

lorsque les quatre racines de l'équation donnée sont ima- 
ginaires. On a 



et , à fortiori , 

.4 

et , de même , 



4/2 n'-h2x', 



4j, flr'H , ou 472 5 

= 2 ^ = 2 






on a 

i'^' Exemple: 

r^ — 8 J?" 4- 4^ ^^ — 8o :c H- 125 = 0, 
fl = 4 , ^ = 4^ > c = 4^ 5 r/ = 1 25 ; 

tous les termes de la résolvante étant divisés par i6, on 

obtient 

J' — 21 /' + I 197 — 195 ::= G, 

r. = 3, j2 n= 5, 73 = i3, 

a = 3, a' rr: I. 
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On a deux moyens de trouver (3 et j3' ^ chacun d'eux donne 
donc 

Nous donnerons dans un autre article le caractère ana- 
lytique qui fait connaître qu'une équation du quatrième 
degré n'a aucune racine réelle (*). 

Remarque, La résolvante qui correspond à la fonction 

(x, -k- x^ — x, — x^y 

a pour racines 

4(« + «')', _4(p + p')% _4(p_p')', 

c'est-à-dire une racine positive et deux négatives. Cette 
résolvante est 

4- 16 ( 3a* — 4 rt'^ H- ô'^ — 4«^ — 4 d)y' — s K-H «^ — ^)' = o> 

et elle doit offrir deux permanences et une variation^ 
donc on doit avoir 

ih^a} et 3fl* -H ^'>4«'^ ^- 4^^ + 4^> 

et cette résolvante peut évidemment servir aussi à trouver 
les valeurs de a, ol\ j3, /3'. 

Note historique sur Ferraris (Louis). — 11 est né à 
Bologne, le 2 février i522, d'une famille. originaire de 
Milan et que des événements politiques avaient forcé de 
se réfugier à Bologne, où elle était tombée dans une 
triste position. Le jeune Ferraris fut envoyé à Milan, 
à l'âge de quinze ans, et entra dans la maison de Cardan 
pour y vaquer à des soins domestiques. Cardan ayant re- 

(*) Le défaut d'espace nous oblige de supprimer un second exemple 
où l'habile calculateur trouve avec 12 décimales exactes les racines 
d'une équation dont les coefficients ont \!\ à iS décimales. 
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connu des dispositions au jeune Ferraris , le fit étudier et 
se l'attacha comme secrétaire. Ses progrès dans les ma- 
thématiques furent si rapides, qu'il professa ces sciences 
à dix-huit ans, et découvrit, n'ayant que vingt ans, la 
solution des équations bi quadratiques ^ et voici à quelle 
occasion. Jean Colla, mathématicien de Brixen, avait pro- 
posé cette question : jyoui^er trois nombres en progression 
continue; on donne la somme lo des trois nombres, et 
le produit 6 du premier par le second. Algébriquement 
traitée, la question conduit à une équation biquadrati- 
que, que Ferraris parvint à résoudre par la méthode qui 
porte son nom (*). Le cardinal Hercule Gonzague, de 
Mantoue, le prit sous sa protection, et le fit charger de 
lever la carte du Milanais ; cette opération fut sa prin- 
cipale occupation pendant vingt années consécutives. Il 
fut aussi précepteur du fils de l'empereur Ferdinand P*^, 
devenu empereur sous le nom de Maximilien II. Ayant ra- 
massé une certaine fortune, et contrairement à l'avis de 
Cardan, il retourna à Bologne vers i564, et y mourut en 
octobre i565, à l'âge de quarante-trois ans. Ferraris n'a 
rien écrit 5 c'est à Cardan que nous devons de connaître 
ses découvertes mathématiques, et une Notice biogra- 
phique [Card, Opéra omnia, t. IX, p. 568; édition de 
Lyon, i663). Le portrait qu'il en trace, très-flatteur 
sous le rapport intellectuel et physique, laisse beaucoup 



(*) Cardanus. Àrs magna ^ cap. XXXIX, quest. IV, régula II. Voici ses 
paroles : Alla est régula nohilior prœcedcnte et est Ludovici de Ferrariis qui 
eam me rogante invenit, 

La règle est plus détaillée dans l'Algèbre de Bombelli , p. 353. UAlgebra, 
opéra di Rafaël Bombelli, divisa in tre libri, in Bologna per Giovanni Rossi , 
1679, in-4. Cet ouvrage très-rare existe à la Bibliothèque nationale. 

Le célèbre professeur de Kœnigsberg, M. Otto Hesse, élève de l'illustre 
Jacobi , a rattaché les résolutions des équations cubiques et biquadra tiques 
à la théorie des déterminants; nous ferons connaître ces solutions remar- 
quables. 
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à -désirer sous le rapport moral. On soupçonne sa sœur 
Madeleine, veuve et son unique héritière, auprès de 
laquelle il s'était retiré, de Favoir fait empoisonner. 
Cardan dit qu'elle montra peu d'affliction, se remaria 
quinze jours après , et fit donation de tous ses biens à 
son mari : la discorde ne tarda pourtant pas à se mettre 
dans le ménage , et le mari relégua sa femme à la cam- 
pagne, où, vieille, elle traîna une existence malheureuse. 
Cardan voit là une juste punition. Toutefois, cet odieux 
soupçon peut n'être pas fondé; la vie désordonnée de 
Ferraris explique très-naturellement sa fin prématurée. 
Cardan dit que Ferraris a fait un travail sur les Commen- 
taires de César et sur l'Architecture de Vîtruve. 

Les premiers algébristes n'étaient occupés qu'à trouver 
des nombres pensés ^ c'est à cette occupation qu'on doit- 
la résolution des équations. Comme les questionneurs ne 
pensaient que des nombres positifs , on rejetait les solu- 
tions négatives comme inutiles -, de là le nom de racines 
fausses, que Descartes donne encore par habitude aux 
racines négatives. C'est pourtant la Géométrie de Des- 
cartes qui donna la première signification des solutions 
négatives. La géométrie contemporaine paraît être sur la 
voie de nous apprendre l'emploi pratique des racines ima- 
ginaires. Cette théorie est encore enveloppée de nuages, 
et son introduction dans l'enseignement présenterait de 
grands dangers ; mais il ne faut pas la dédaigner. En toutes 
choses , le dédain est un mauvais conseiller. 

On trouve deu^^ épigrammes de Ferraris, l'une en grec, 
l'autre en latin , dans les deux poëmes du savant milanais 
Conli (Noël); de Horis^ liber unus (grec et latin); de 
an no libri IV. 
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THÉORÈME SUR LES CONIQUES; 

Pa& m. Paul SËRRET, 

Professeur. 



Théorème. Soit AOB un angle fixe circonscrit à une 

ellipse j et soit MN une tangente à cette courbe, telle 

que la portion interceptée MN entre les côtés de V angle 

fixe AOB spit un minimum Les deux points M, ^ sont 

également distants du centre C de la courbe. 




M "a^ 

Ce théorème a été donné par M. Liouvîlle, dans son 
cours au Collège de France , en même temps que d'autres 
théorèmes généraux sur les polygones à périmètres mini - 
mum circonscrits à une ellipse; l'emploi des coordonnées 
elliptiques conduit , ainsi que l'a montré M. Liouville , à 
des démonstrations très -élégantes de toutes ces propo- 
sitions. 

Le théorème énoncé plus haut peut aussi se démon- 
trer géométriquement d'une manière simple, ainsi qu'il 
suit : 

Il faut faire voir que la droite Ca , qui joint le centre C 
de la coniqiio au milieu p. de MN , est perpendiculaire 
à MN. 
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Pour le démontrer, j'observe que, si l'on passe de la 
tangente MN , correspondant au minimum , à une tan- 
gente infiniment voisine M'N', la difFérence entre les lon- 
gueurs MN , M'N' sera du second ordre infiniment petit, 
et cela d'après la propriété fondamentale commune au 
maximum et au minimum. Donc, aux infiniment petits 
du second ordre près, on aura IVIN = M'W ; donc le 
point A, où MN touche la conique, sera le point où la 
droite MN , de longueur constante , inscrite dans l'angle 
AOB, touche son enveloppe. Donc , d'après la théorie des 
centres instantanés de rotation , si Ton mène par MN des 
perpendiculaires respectives à OM, ON, perpendicu- 
laires qui se coupent en 1, lA sera ^perpendiculaire à 
MN. Mais il est facile de voir que la droite \h ainsi 
construite passe par le sommet O^ du parallélogramme 
OM(yN, construit sur les côtés OM, ON. Donc, si Ton 
abaisse du point O, O//' perpendiculaire sur MN, le mi- 
lieu fx de M' coïncidera avec le milieu [x de MN. 

Cela posé, si nous construisons la droite lieu des cen- 
tres des coniques inscrites dans l'angle AOB, et touchant 
MN au point A, nous trouvons que cette droite passe par 
Ik et qu'elle est perpendiculaire à MN. Car, d'après le 
théorème de M. Gergonne , cette droite doit passer, i^ par 
le point a milieu de MN \ a^ par le point v milieu de la 
droite O A. Or, v étant, par définition , le milieu de OA, 
et ^ étant, comme nous l'avons démontré, le milieu de 
AA', la droite |uiv, lieu des centres, est parallèle à OA, 
c'est-à-dire perpendiculaire à MN. Donc le centre C de 
la conique considérée se trouvant sur cette droite ^v per- 
pendiculaire au milieu de MN, le théorème est démontré. 

Remarque, Quand la conique inscrite dans l'angle AOB 
est une parabole, le théorème précédent ne s'applique 
plus; mais là méthode que j'ai suivie pour le démontrer 
c onduit encore au résultat : car la condition du minimum 
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est toujours que la droite 07i soit perpendiculaire à MJV. 
Mais l'on sait que (*), pour la parabole, le son. met O' 
du parallélogramme construit sur OM et ON, est sur le 
diamètre passant par le point de contact h de MN. Donc 
le diamètre correspondant à la tangente à segment mini- 
mum est perpendiculaire à cette tangente. Donc : 

Théqrème. Un angle Jixe étant circonscrit à une pa- 
rabole, de toutes les tangentes à la courbe, la tangente 
au sommet est celle qui laisse dans V angle fixe un seg- 
ment minimum (*'^). 

M. Liouville a donné aussi le théorème suivant : 
Théorème. Étant donné un angle fixe AOB circon- 
scrit à une ellipse, soit MN une tangente à la courbe, et 
telle, que la somme des segments MO -f- NO quelle dé- 
termine sur les côtés de V angle fixe soit un maximum ,• 
F, V étant les deux foyers de la courbe; on aura 

FM.FM = FN.F'N, 

de sorte que les deux points M et N seront sur une même 
ellipse de Cassini homofocale à V ellipse proposée. 

Démonstration. On verra, en effet facilement, que le 
point de contact h de la tangente MN qui satisfait à la 
condition du maximum, doit être le point où la droite 
MN, se mouvant dans l'angle AOB de manière que la 
somme OM-l-ON reste constante, touche son enve- 
loppe. 

Déterminant le point h par cette dernière condition , 
on arrive à cette égalité 

(I) MA.MO = N*.NO, ou |^=i- 



(* ) On le voit d'ailleurs immédiatement sur la figure, puisque O' h est 
parallèle à fxv qui représente la direction des diamètres de la parabole, 
'[**) Voir tome III, page 187 , § XIV. 
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D'un autre côté, quelle que soit la tangente MiS , on a 

M/*.MO _ FM. FM 

^^ NA.NO ~ FN.F'n' 

Comparant (i) et (2), il en résulte que Ton a, pour le 
cas du maximum , 

FM. FM' 

FN:rN=='' "" FM.F'M = FN.rN. . 

C. Q. F. D. (*). 



SOLUTION DE LA QUESTION 219 

(voir t. XI, p. 4Ji; ; 
Par mm. A. DALLOT; Casimir REY, élève en mathématiques supérieures 
au lycée Louis-le-Grand ; BOURGHON , élève en mathématiques supé- 
rieures au petit séminaire d'Iseure ( près Moulins); A. EYRIAND, de 
Douai; Aron FRANK, élève de l'institution Coûtant (**). 



Un nombre pair donné étant décomposé, autant de 
fois que faire se peut, en deux facteurs, l'un impair 
(l'unité comprise) et l'autre pair; la somme des facteurs 
pairs, moins la somme des facteurs impairs correspon- 
dants, est égale à la somme de tous les diviseurs de la 
moitié du nombre donné. (Jacobi.) 

Il est évident que tous les divis(îurs impairs du nom- 
bre donné peuvent servir à une décomposition. Soit 
0/". a". b^,c^ — ce nombre ; a , è , <*,..., étant des fac- 
teurs premiers impairs. La somme de ses diviseurs a 
pour expression 

S) I-f-2-f-2'-i-...4-2"'). 7 

^'^ a — I b — I c — I 



(*) Voir tome 11! , page 184 , § V. Tm. 

(**) Ces cinq solutions ne diffèrent pas essentiellement. 
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Pour avoir la somme des diviseurs impairs , il faut re- 
trancher de l'expression (S) tous les termes dans lesquels 
entre le facteur i. Il reste ^ après la soustraction, 

^ a — I b — I c — I 

Les diviseurs pairs correspondants sont ceux du nombre 
proposé dans lesquels entre le facteur 2"* 5 ils ont pour 
somme 

Z 2- ^ 

a — T o — I c — I 

Retranchant (g) de (2), on obtient 



a — I b — I c — I 

c'est-à-dire la somme des diviseurs du nombre 

moitié du nombre donné. 



MÉLANfiES. 



1. Je crois utile d'indiquer un ouvrage qui contient 
beaucoup de petits procédés pour faire de grands cal- 
culs. Cet opuscule a pour auteur M. Alexandre Gossart, 
ancien professeur de comptabilité, etc.; le titre est : 
Sténarithmie^ ou abréviation des calculs, etc. 5 in- 12 de 
1 16 pages, i852. (Se trouve chez Bachelier.) 

L'auteur recommande de faire les additions, non chiffre 
à chiffre, mais par deux chiffres à la fois-, c'est une ha- 
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bitude facile à prendre et qui abrège beaucoup^ il veut 
aussi que l'on s'accoutume à faire des additions horizon- 
talement. Ce sont de bons conseils à suivre. 

2. M. le professeur Dejardins indique la courbe sui- 
vante, pour opérer la trisection d'un angle. Soit une cir- 
conférence donnée ; C le centre et P un point fixe sur la 
circonférence. Menons le rayon quelconque CM^ sur le 
prolongement de CM prenons MM, égal à la corde PM; 
le lieu du point M, est la courbe trisectrice. En effet, 
l'angle M,PM est évidemment le tiers de l'angle M,PC. 
Cette courbe étant tracée peut servir à tiercer un angle 
[voir t, X, p. 297), 

3. Aucune biographie ne donne les prénoms de Van- 
dermonde. M. Chasles possède deux autographes du cé- 
lèbre géomètre; Tun porte ces prénoms : Alexandre- 
Théophile, Avec l'autorisation du savant et généreux 
professeur, nous publierons un de ces documents, qui 
présente un intérêt historique. 

4. M. Ernest de Sécillon, élève au lycée de Poitiers, 
énonce celle proposition : 

Dans un quadrilatère gauche ABA'B', les côtés op- 
posés AB, A'B' étant égaux ^ les plans menés par les 
milieux des côtés A A', BB' respectiv^ement perpendicu- 
culaires à ces côtés, se coupent toujours suii^ant la même 
droite, quelle que soit la longueur Je AB. 

Et il se sert de cette proposition pour mener un plan 
tangent à la surface engendrée par une droite de longueur 
donnée inscrite entre deux directrices fixes, le plan étant 
mené par un point pris sur la surface (voir Nouvelles 
Annales, t. V, p. 364 et 365). 

5. Nouvelle Théorie des proportions et progressions 
harmoniques, av^ec ses applications à la Géométrie ^ par 
M. Norzewski Roch. Paris, 18525 in-8^, 60 pages; deux 
planches lithographiées. (Se trouve chez Bachelier.) 
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Chez les Grecs et jusque dans le moyen âge, on s'est 
occupé des propriétés arithmétiques et géométriques de la 
proportion harmonique. Ces propriétés sont devenues la 
base de cette belle géométrie segmen taire qui est si culti- 
yée de nos jours , et que Tignorance prétentieuse veut 
repousser de l'enseignement. Il faut donc savoir gré à 
M. Roch de résister à cette répulsion vandale , et de cher- 
cher, au contraire , à répandre la théorie proscrite. L'au- 
teur pose la proportion 

a ; b y. c : a -{- b -{' c j 

c'est la proportion harmonique y qui devient continue 
lorsque 

6 = c et alors è = « (i -h v^j. 

Mais , généralement , on peut supposer h<ic. L'auteur 
se sert des dénominations suivantes : 

- = rapport normal , 

- = rapport harmonique , 

c 

- = rapport moyen. 

Les relations entre ces trois rapports donnent lieu à vingt- 
neuf théorèmes et à treize problèmes 5 la progression 
fournit sept théorèmes. Les applications géométriques 
concernent les transversales , puis des systèmes de droites 
et aussi les circonférences. Cette nouvelle Théorie ne 
dîflère de la théorie très-ancienne que par l'emploi du 
procédé algorithmique. L'exposition paraîtra peut-être 
peu expéditive. La géométrie segmentai re ne roulant que 
sur des produits de rapports, il est à regretter qu'on 
n'ait pas parlé des produits anharmonigues et des signes 

Aun. deBiathémai.f t. XI (Avril i852.) 9 
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de ces produits ^ signes dont la considération a été mise 
en relief par le célèbre professeur de la Sorbonne, dans 
le cours dont la publication est si généralement, si vive- 
ment désirée. 

6. Maîtrises es arts. L'année d'examen pour l'École 
Polytechnique doit être entièrement et uniquement con- 
sacrée aux sciences exactes, aux sciences physiques et aux 
exercices graphiques. C'est trop de faire subir en même 
temps aux jeunes gens des examens sur l'histoire, les 
langues, la géographie, la cosmographie; c'est trop de 
beaucoup. Cette accumulation de travaux peut avoir des 
suites funestes pour la santé et même pour l'intelligence. 
On devrait établir un grade universitaire différent du 
baccalauréat. Celte maîtrise es arts ne constaterait que 
les connaissances littéraires, linguistiques, géographi- 
ques , etc., suffisantes pour des candidats qui se destinent 
aux écoles du Gouvernement. L'examen pour l'obtention 
de ce grade aurait lieu une année ou deux avant l'examen 
d'admission aux écoles. Ce moyen rendrait l'instruction 
plus solide et soulagerait les élèves et les examinateurs. 
En résumé, séparez les examens et ne les accumulez pas. 
Prenez en considération les connaissances linguistiques, 
mais n'y affectez pas des coefficients. Napoléon le Grand, 
n'ayant pas eu d'aptitude pour les langues , n'aurait été 
admis dans aucune de vos écoles. Et, à tout prendre, 
l'équitation, l'escrime, etc., sont plus utiles à un mili- 
taire que de savoir expliquer Schiller. On ne saurait trop 
insister sur la parfaite connaissance de la langue na- 
tionale. Un idiome étranger est un accessoire qu'il faui 
apprécier, mais laisser hors de la balance. 
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CONCOURS DAGRÉGATION, ANNÉE 1847^ 

Par m. dieu, 

Agrégé, docteur es sciences. 



COMPOSITION D ANALYSE. 

Cycloïdes allongées et rœcourcies , — • Tangentes. — 
Normales» — Rayons de courbure. — Développées. 
— Arc, — Segment. 

I. Cycloïdes allongées. — Soient R le rayon du cercle, 
G le point intérieur qui engendre la cycloïde, et a la 
distance de ce point au centre C (*). 




L'axe des x sera la droite fixe sur laquelle le cercle 
roule, et l'axe des y la perpendiculaire menée à cette 

( * ) Cet article , de même que le suivant, jusqu'aux rayons de courbure , 
sera facilement compris par les élèves de mathématiques spéciales. La 
figure se rapporte au cas de n <2. 

9- 
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droite par la position A de G , où il en est à la distance 
minimum R — a. 

Il est évident , à priori , que la courbe est indéfinie et 
comprise entre les droites L et L', dont les équations sont 
j^ = R ip a ; et que , le cercle roulant dans le sens des x 
positives, G s'éloigne de L en partant de A, atteint L 
en S où a: = r:R, puis revient sur L en Aj, après avoir 
décrit S Al symétrique de SA par rapport à l'ordon- 
née SP. 

M[x^ j) étant un point quelconque de Tare ASA|, 
qu'il suffit d'étudier, et N le point de contact correspon- 
dant du cercle avec l'axe des x\ si Ton désigne par (p 
l'angle MCN (qui peut s'étendre de o à 2 tt) , on a les 
équations 

(i) a:=:R^ — asîntp et /• = R — flcos^. 

D'après ces équations , y =R — a pour y = o et9>=27r, 
auxquelles répondent ^=0 et ^= 27rR^ le maximum 
de j' est j^ = R-ha répondant à (p = 7r et x=7rR5 enfin, 
X a des valeurs équi-différentes de tt R , et ^ des valeurs 
égales entre elles pour des valeurs de (jp équi-différentes 
de TT. 

Tangentes, — Les équations (i) donnent 

Dç> j? = R — a ces cp et Dp r = a sin ^. 

On a donc, en désignant par j' la dérivée D^y, et po- 
sant R = an , 

/ \ , sinep 

n — ces (p 
d'où 

/ îcosy-i 

[n — cosf)' 

Soit (fi le plus petit arc positif dont le cosinus soit 
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« R 



ou — ? et soit I le point de AS correspondant à 9 = ^4, 



pour lequel x = R(j)i — ^\/i — «", ^^ J^ = R — ^^t»— • 

On voit que, (p croissant *de o à Çj, Dç,j^' est positive et 

r' croissant de o à ; et que, © continuant de 

•^ V^R'— «» ^ ^ 

croître jusqu'à tt , D^ j^' est négative et j^ décroissant jus- 
qu'à zéro. Donc, les tangentes en A et S sont parallèles 
à Oj:, l'arc AI est convexe et l'arc IS concave vers Ox, 
et il y a une inflexion en I. 

Normales, — La normale en chaque point M passe par 
le point de contact correspondant du cercle et de Taxe 
des a:, car l'abscisse, à l'origine de la normale, est 

d'après les équations (i) et (2). 

Cette propriété , qui est commune à toutes les courbes 
engendrées comme les cycloïdes [Nous^eUes Annales, 
tomeX, page 212), conduit immédiatement à l'équation 
difierentielle des cycloïdes allongées, 

dont l'intégrale est 



X =: R arc ces ip ^a^ — (R — jr)\ 

Rajon de courbure. — Le rayon de courbure en M 
étant désigné par p, en remarquant que Djry=-^^ — 5 
on a 

R (l+Tl'— 2/ÎCOS^ 

^ ' ^ n ^ n ces ^ — I 

(il faut prendre le signe -H pour les arcs convexes vers 
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Ox, et le signe — pour les arcs concaves , si l'on veut 
que p soit positif), p est évidemment minimum en A où 

(p = o et p = ^ ^» et il est infini en I ou n cos(p = i . 

L'équation (3) donne 

Dû p = ± R sin • (/ï cos «p + «' — 2) ^ : ^7-^^- 

Sur AI, Dy p est positive (il faut prendre le signe +). 
Si Aï > 2 , Dç, p est négative de I en S où elle change de 
signe à cause du facteur sin <f (il faut prendre le signe — ) -, 
donc p est minimum au point S. Si /ï <^ 2 , Dç, p , d'abord 
négative quand 9 croît à partir de (f^ , change de signe 
lorsque (f passe par la valeur fi, qui est déterminée par 

l'équation 

2 — «' 

cos 9 == ? 

et reste positive jusqu'à ce que f atteigne la valeur tt, 
puis devient ensuite négative; donc p est minimum en un 
point H de IS, dont les coordonnées sont 



' = ^''-V'~(¥~^y et r=2(R-«^) 

(double de l'ordonnée du point I) , et maximum en S. 

Déi^eloppées. — Il résulte de ce qui précède, que la 
développée de l'arc ASAj a des branches infinies dont les 
asymptotes sont les normales aux points I et Ii (symé- 
triques de I par rapport à SP) , un point de rebrousse-^ 
ment sur le prolongement de SP, et, quand n<^ti^ deux 
autres points de rebroussement qui répondent à H et à Hi 
(symétrique de H par rapport à SP). 

D'après les équations (i) et (2), celle de la normale en 
M est 

(4) /i sin^p + JC|(« — cosf ) — R(p(« -— cosip^) = o, 
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Xi et ji étant les coordonnées courantes. Par Télimina- 

tion de (f entre cette équation , et 

(5) Xi COSÇ + x, siïif — R(« -H ^ siny — cos(p) = o, 

que l'on forme en égalant à zéro la dérivée du premier 
membre par rapport à ç , on aurait Féquation de la dé- 
veloppée. Mais cette équation est très-compliquée, et il 
serait préférable de rechercher la forme de la développée 
au moyen des valeurs de Xi etyi qu'on tire des deux équa- 
tions (4) et (5), 

^ / n — ces ç . \ 

JC, = R a» — sm cp ) 9 

y n ces <p — I ^ y 

et 

n ces <f — I 
Ces valeurs donnent, pour les points de rebroussement 

B et D , j^ = R . 9 et j^ = R . ? qu'il est facile 

de construire^ et, dans le cas de n ■< a , pour le point de 

rebroussement C, x = R<pj-l-2ai/i — (-- J^ 

y==. — 4(1^ — ^n)' ^^^^ '^ comparaison avec les coor- 
données de H montre qu'en ce point le rayon de courbure 
est triple de la normale. 

On voit, du reste, par la discussion même de la cycloide, 
que la développée a : i^ une branche infinie BR, concave 
vers Ox, répondant à AI5 ft'^ une autre branche infinie 
FV, également concave vers Ojc, répondant à IH seule- 
ment si n<^2^ et à IS si w ~ 2 ; 3*^ lorsque n<Ci^ un 
arc FD, convexe vers Ox, qui répond à HS, et dispa- 
rait quand n ~ 2. Enfin, on remarquera que si n variait 

depuis 2 jusqu'à i , les points F et F, , d'abord réunis sur 
SP avec D, s'écarteraient de SP et tendraient vers A et 
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A| , sur Ox, en même temps que les asymptotes s'incli- 
neraient sur Oa>et tendraient à s'y confondre. 
j4rc. — On a, en désignant par s l'arc AM , 



d'où , en posant <f = n — 2 <p , 



ds:=z — 2a(i-h/î) i/ I — , — - — :: sin'it».rf^. 

On voit, d'après cette dernière expression de ds^ que la 
rectification de la cycloïde dont il s'agit se ramène à 
celle d'une ellipse dont les demi-axes sont 2û(w-+-i) et 

2a (n — i). En intégrant depuis - jusqu'à ^, qui répon- 
dent à ç = o et à (p ) il vient , par une notation connue , 

•="(-')[K^)-''(^.'*)]' 

et conséquemment l'arc AS est exprimé par 

.„„^„..(^). 

Segment, — Si l'on désigne par A le segment OAMM'^, 
on a 

dA = «* (/i — ces (^y dtfi 

et, en intégrant de manière que y = o donne A = o , il 
vient 

A=: rtM ( n^-+- - j ç— -2/isinçp-h y sin 2ç h 

d'où il suit que l'aire OASA, Oi a pour mesure 

2 7r«M /l'H-i j = 27rR^-h7r«». 

II. — Cycloïdes raccourcies. — Le point G est hors du 
cercle G , de sorte que n <^\. Toutes celles des équations 
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précédentes qui ne supposent pas »>!, s'appliquent; et 
nous en déduirons brièvement les principaux caractères 
de ces courbes , qui sont encore comprises entre les paral- 
lèles à Ox dont les équations sont 

r = Rip:û(L et L'). 




Soient ^ et (f" les valeurs de ç, comprises entre o et - , 

qui rendent nulles y et x, c'est-à-dire qui satisfont aux 
équations n — cos (p = o et n(f — sin ç = o , et dont la 
première ç' est moindre que la seconde ç'% puisque 
n — cos (p est la dérivée de n(f — sin y ( théorème de RoUe) . 

Lorsque ç croît deokcff^x décroît de o à — a (sin a/ — n (j/) , 
car DfX<^o*^y croît de — {a — R) à o, car D^j>05 
et y décroît de o à — oo , car Dç,j^' <^ o. On a donc l'arc 
AB touché en A par la droite L , en B par une parallèle à 
Oj^ et concave vers les deux axes. 

De (p = ç' à <p = îT , X est d'abord négative jusqu'à 
y = (p'', ensuite positive, et toujours croissante, car 
Dç,ar>o*, j croît de o àR-f-a, car Dç,y >o-, et y dé- 
croît de l'oo à o, car D^y <] o. On a donc l'arc ES qui 
coupe Oy en D, dont l'ordonnée est R — a cos y'', touche 
L' en S , et est concave vers Ox, (f continuant de croître 
jusqu'à îTT , on a SBi A, symétrique de SBA , et la courbe 
comprend une infinité de parties telles que ASA,. 



Digitized by 



Google 



( i38 ) 

Le rayon de courbure est encore évidemment minimum 

. , 1 (« — R)' -1 • c 

en A , ou sa valeur est ; et il est maximum en 5 , 

où sa valeur est 9 car H^p passe du positif au né- 
gatif quand (f franchît la valeur tt (c'est le signe — qu'il 
faut prendre devant l'expression de p). 
^ La développée a deux points de rebroussement I et F 
correspondant à A et S ; elle touche l'axe des x en un poin t 
correspondant à 6, et dont l'abscisse est o^i = R(p', ainsi 
qu'en un point symétrique de celui-là par rapport a SP 5 
et elle est partout convexe vers Ox. 

Enfin, on remarquera que l'expression de A fournit, 
par exemple, l'aire de OAB -f- OBC -h OCMM', le point 
M répondant à la valeur que l'on donne à (f . 

Note, M. Ch. Forestier, agrégé des sciences mathématiques, professeur 
au lycée de Brest, a enroyé aussi une très-bonne et instructive solution 
de cette question. L'insertion ferait double emploi ou interromprait la 
suite des travaux que nous devons à l'obligeance de M. Dieu , professeur 
à Dijon , qui vient d'être nommé professeur à la Faculté de Grenoble. 

Tm. 



CONCOURS D AGRÉGATION, ANNÉE 1847; 

Par m. dieu, 
Agrégé , docteur es sciences. 



COMPOSITION DE MÉCANIQUE. 

Déterminer le mouvement d'une sphère pesante , ho- 
mogènc, sur un plan horizontal, en ayant égard au 
frottement j et en supposant que ce mouvement insulte 
de certaines vitesses initiales de translation et de rota* 
tion imprimées à la sphère d'une manière quelconque. 

Nous prendrons le rayon do la sphère pour unité de 
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longueur. Sa masse sera désignée par m; et le plan ho- 
rizontal sur lequel elle roule sera celui des xy. 

Soient, à la fin de la durée t comptée depuis le com- 
mencement du mouvement : 

x^y les deux coordonnées du centre M de la sphère qui 
sont variables (le z est constamment égal à i)*, 

C le point de la sphère qui est sur le plan yy ; 
u , \> les composantes parallèles aux axes des x et des y 
de la vitesse de M, dont la direction est parallèle 

kxy, 
MA Taxe instantané de rotation , et « , jS , y les angles 
qui déterminent sa direction ; 
Cl) la vitesse angulaire autour de MA, etp, ^, r ses 
composantes autour des parallèles menées de M 
aux trois axes. 

La vitesse absolue de C est la résultante de la vitesse 
relative de ce point autour de MA, dirigée suivant la 
partie CD de la trace du plan CB, perpendiculaire à MA, 

sur xy^ et de la vitesse du centre transportée au point C. 
Si cette vitesse absolue n^est pas nulle , à l'instant que Ton 

considère , la sphère glisse en roulant sur xy^ et le frot- 
tement fait varier le mouvement 5 tandis que si cette 
vitesse est nulle , la sphère roule sans glisser, il n'y a pas 
de frottement, et le mouvement ne varie pas. Nous sup- 
poserons d'abord qu'il y a un frottement, dont nous dé- 
signerons par mX, m Y les deux composantes parallèles 
aux axes des x et des j. 

Les équations du mouvement du centre M sont 

^'^ dt -"^' dt^^' 

car le poids de la sphère et la résistance du plan xy se 
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détruisent", et celles du mouvement de rotation autour 

de MA sont 

, . dr idq 1 dp 

^ ' dt ' S de ^ 5 dt 

car les produits de y j^' ;^' P^** ^^ moment dHnertie 

-= m de la sphère autour d'un diamètre , sont les moments 

des couples dus aux composantes de la rotation autour des 
parallèles menées de M aux axes des coordonnées , et les 
moments correspondants de la force de frottement appli- 
quée au point C sont o, — mX et m Y. 
Les équations (i) et (2) donnent 

dr dq S du dp S d(f 

di^^' '^dt'^^.dt' dt'~"7.7t'' 



et, en intégrant depuis ï = o , on a 

(3) 



— To = O, — (7 — ^0) = - (« ■ 



Mo? ^dt etc. , étant les valeurs initiales de m, i^, etc.... 

Il résulte de ces trois dernières équations que : Si le 
moui^ement de M était rectiligne et uniforme, la sphère 
tournerait a^ec une vitesse constante autour d'un de ces 
diamètres, pendant que ce diamètre se mou^^rait paral- 
lèlement à une certaine direct ion. En effet, on aurait par 
hypothèse 1/ = i/o , ^^ = ^^o 5 par suite, en vertu des équa- 
tions (3) , q = q^^ p=zpç^^ et l'on a toujours. r = r©. 

On voit facilement que les composantes, parallèles aux 
axes des x et desj^, de la vitesse relative de C autour de 
MA , sont — q ^^P^ celles de la vitesse absolue de ce point 
suivant les mêmes axes, sont donc, d'après ce qui a été 
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dit plus haut, u — q elv-^-p. Or la direction du frot- 
tement est opposée à celle de cette vitesse \ donc on a 

X u — q 

ou bien , en remplaçant ^ et ^ par leurs valeurs tirées des 

équations (3), 

X u — a 

si Ton représente par a et i (pour simplifier) les con- 
stantes données 

5 tf 4- 2 ^0 5 Po — ^ Po 





7 


7 


D'ailleurs, 


les équations (i) donnent 




X 

Y ~ 


du 


donc on a 








du 


dv 




u — a 


V^f''' 


et , eu intégrant depuis t = 


o, 


(4) 


u — a I/o 


— a 


V — b Po 


y — <.iill9L. f 


ou bien 








X _ 

Y ~ 


: const. 



Ainsi 5 la direction du frottement est constante. Quand 
la vitesse de C ne dépasse pas 4 mètres par seconde, 
le frottement ne dépend que de la pression (expériences 
de M. Morin) •, il est donc constant en grandeur et direc- 
tion , et , par conséquent , 

M décrit y an moins pendant un certain temps ^ et en 
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généraly une parabole tangente à la direction de sa 
vitesse initiale. 

f étant le coefficient du frottement et g la gravité, on 
a , d'après les équations précédentes , 

,^, du ^ u — a dv . V — b 



en posant V= sj(u — a)*+ [i^ — ft)* [u — a et v^ — b 
sont respectivement de mêmes signes que u — q et u-^p^ 
par conséquent, de signes contraires à X et Y, et V doit 
être considérée comme positive]. 

D'après la première de ces équations, du et u — a 
sont de signes contraires , de sorte que la composante u 
augmente ou diminue, suivant qu'elle est moindre que a 
ou plus grande que a ; et , d'après la seconde , on peut en 
dire autant de (^ par rapport k b\ u et (^ tendront donc 
respectivement vers a et £ , et l'on aura en même temps 

u = Oy v:= by 

puisque . est constant [équation (4)]- 

Par conséquent, 

Le centre M, après ai^oir décrit y en généraly un arc 
de parabole s continuera de se moui^oir as^ec une vitesse 
constante suis^ant la tangente menée par l'extrémité de 
cet arc, 

Vo désignant ce que devient V pour u = Uo et m = j^o? 
il résulte de F équation (4) ^ que 

u — a Mo — a p — b Co — b 

oi les équations (5) reviennent à 

du y. Wo — a dv /- ^^' ^ 



dt ~' ^^ V, dt -"^ V„ 



Digitized by 



Google 



( «43) 
En intégrant depuis ^ = o, on a 

(6) uz=u,—fg.—:^t, f»=^.— y^.__ /^ 

qui donnent pour t la même valeur quand ou y fait u = a 
et v' = ft , 

Si cette équation donnait f = o , le mouvement de M se- 
rait immédiatement rectiligne et uniforme; mais, en 

général , Vo ]> o , et ce sera lorsque t atteindra la valeur 

y 

^ que le mouvement de la sphère changera de nature , 

comme il vient d'être dit. 

En remplaçant, dans les équations (6), u et v^ par 

— et -~ 9 et intégrant de manière que t= o donne 

x = o, j = o, 

ce qui revient à prendre pour origine le point où la 

sphère touche d'abord le plan xy^ on a 

(7) - = «.'-^/^^'% / = M-^gA'^r'; 

et, par Téliraination de ^, il vient 

y 

(8 ) [(«0 — a)x — («'o -— b) xY -h ~ {ava — bu^) [u^y — v^x)r=zo^ 

qui représente la parabole sur laquelle se trouve, jusqu'à 

y /S 

t =z ^^ le point où la sphère louche xj. Pendant cette 

j s 
première partie du mouvement, on connaît: i*' les deux 

coordonnées de M, qui sont seules variables, par les 

équations (7); a° les composantes m, p» de la vitesse de 

M , par les équations (6) ; ^^ les composantes p et ^ de la 
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vitesse angulaire autour de Taxe instantané, par les 
équations (3), La vitesse de M se déduit ensuite facile- 
ment de II et v' en grandeur et direction , et l'on achève 
de déterminer le mouvement de la sphère sur elle-même 
par les formules 

« = i/»' -I- ûr» -I- r! , COSa=:-» COSS=~, C0S7=-- 

Mouvement rectiligne de M. Les coordonnées du point 

où la sphère touche xy^ quand la nature du mouvement 
change, se déduisent des équations (7) en y faisant 



y 

t= -^f et sont 
fg 

(«.-4-a)V. 

X= -2 » 




(>'.-f-6)V. 


Pour f ^ — î- » on a 




dx 


f-. 


d'où 




dx' 


b 
-a' 



et en prenant l'intégrale de cette dernière équation, de 
manière qu'elle soit satisfaite par les précédentes valeurs 
de X et de j^, il vient 

a lafg 

qui représente la droite sur laquelle se trouve le point 
dont il s'agit [on vérifie facilement qu'elle touche la para- 
bole de l'équation (8)]. 

La vitesse de M , devenue constante , est représentée par 
sja^ -h b'^ . On a , avec /• = ro , qui se rapporte aux deux 
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parties du mouvement, 

p=.J^ ' 9= ' 

7 7 

d'après les deux dernières équations (3) ; et l'on conclut 
facilement de ces valeurs constantes, celles de &) et de 
cosa, cos^, cosy, par lesquelles le mouvement de la 
sphère sur elle-même est déterminé dans la seconde 
partie. 

Enfin , lorsque i/q = û , p'o = & , les trois dernières 
équations , qui s'appliquent depuis le commencement du 
mouvement, deviennent 

Uq 

Remarques, i^. L'axe instantané de rotation restera 

toujours parallèle à ^, s'il est d'abord parallèle à ce plan, 

car l'hypothèse Tq = o entraîne que r= o [équation (3)] ^ 

a°. Le mouvement de M sera tout d'abord rectiligne, 

non-seulement si Ton a Wq = a , 1^0 = ^5 mais encore si 

Ton a — = -==«, /i étant un nombre quelconque , ce 

qui renferme le cas précéden t pour lequel n=2 i. En 
effet, les coefficients de <*, dans les équations (7) , devien- 
nent ainsi proportionnels à ceux de f , et l'élimination 
de t conduit à u^^j — v^^x =.q^ que l'on peut aussi déduire 
de l'équation (8). 

Ce mouvement reste uniformément accéléré jusqu'à ce 

que t = — : — \lu\ -h v^\ ^ puis , passé l'instant marqué par 
cette valeur de «, il devient uniforme et sa vitesse est 

Le cas de po = o , <7o == o , c'est-à-dire dans lequel l'axe 

Ann, de Mathémat, XI. (Avril i852,^ lO 
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instantané de rotation est d'abord vertical, se trouve com- 

5 
pris dans le précédent , et il répond à w = - (*). 




SOLUTION DE LA QUESTION 181 (Strebou) 

(voir i. vn, p. 167); 

Par m. Th. LOXHAY, 

Répétiteur à TÉcole militaire de Belgique. 



L'énoncé doit être rectifié do la manière suivante : 
Démontrer la formule 



(0 



i 



3log(i -- sin'/i sin*ç) 
y/ 1 — sin^ a sin* (f 



= logcos« I . ^ 

Jo V' — sin'asin' 



9 



(*) On peut voir, pour ce problème, le Mémoire de J.-A. Euler, in- 
titulé: Recherches des mouvements d'un globe sur un plan horizontal (His- 
toire de l'Académie de Berlin, année 1768, pages 284 à 353) , et la Théorie 
des effets du jeu de billard, par G. Coriolis (chap. I^f, pages 5i à 77). 
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Pour démontrer celte formule, considérons seulement 
le premier membre , et posons 

(2) (i — sin' a sin* y) (i — sin' a sin^ w) = cos^ a ; 

d'où 

ces' (P 

yi — sin'^fl sin^flp 

Pour (p = o, on obtient w = -5 et pour ^3 = -» on 

obtient &) = 0; de sorte qu'après la substitution de q? en 
0), dans le premier membre de l'équation (i) , l'intégrale 
sera encore prise entre les mêmes limites, pourvu que 
l'on en change le signe. De la formule (2) on tire 

. , COS'û.) 

sm' o = : : : 

1 — sm^ a sm^ w 

d'où 

ces 17^6) 



do = ■ 



— sin' a sin^ w 



Remplaçant maintenant, dans le premier membre de la 
formule (i), les quantités en ç en fonction de celles en o)^ 
on. trouve, en simplifiant et en changeant le signe du 
second membre, 



i 



â ïog ( I — sin^ a sin^ y) 
V I — sin'a sm^ç 



Jf a , CCS* a dfù 

log 




I — sin' a sin' w y^^ _sin'« sin' w 



Mais on peut, sous le signe de l'intégrale définie, chan- 
ger 0) en une autre quantité variable sans modifier le 
résultat; changeons -y « en (p et simplifions, on en 

10. 
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tire 

"H 

{â log ( 1 — sin' a sin' (p) 
— ^ . rf«p 
V I — ôin' a sm' (p 

^j V^i — sin'rtsin»(p J^^ V i — sm' « sm' y J 
d'où , enfin , 

TV TT 

Q yi — sin'asin'cp Jq yi — sm*«sm'^ 

NOTE SUR LA DIVISION ABRÉGÉE, 

Par M. E. LIONNET (*), 

Professeur au lycée Louis-le-Grand. 



I. Trouver un ou plusieurs chiffres du quotient d'une 
divàion dans laquelle le dividende et le dis^iseur, entiers 
ou décimaux y contiennent un nombre de chiffres limité 
ou illimité. 

Fourîer a résolu ce problème d'une manière ingé- 
nieuse en donnant, sans démonstration, une règle que 
nous allons reproduire succinctement, et avec une modi- 
fication qui a pour objet d'en faire disparaître une inexac- 
titude. 

Faisant abstraction de la virgule dans les nombres 
proposés^ on marque un ou plusieurs chiffres sur la gau- 
che du dii^iseur, et l'on conscient d'appeler diviseur dési- 
gné le nombre formé par ces chffres. On dii^ise le divi- 
dende par le diviseur désigné ^ en observant la même 

(*) Par une méthode empirique, M. Koralek trouve que le problème de 
M. Lionnet (p. ii5) n'a que quatre-vingt-douze solutions, dont douze 
seulement sont distinctes. ': 



Digitized by 



Google 



{ '49) 
règle que pour la dwùion ordinaire des nombres entiers. 
Toutefois, aidant d'employer un dii^idende partiel j on 
lui fait subir une correction qui consiste à le diminuer de 
la somme des produits qu'on obtient en multipliant le 
premier des chiffres placés à la droite du diuiseur désigné 
parle dernier des chiffres obtenus au quotient, le second 
par r aifant^dernier, et ainsi de suite, jusqu'à ce quon 
ait employé comme multiplicateur le premier chiffre du 
quotient. Pour qu'un chiffre mis au quotient soit bon, il 
suffit que le reste correspondant soit au moins égal à la 
somme de tous les chiffres obtenus au quotient. Lorsque 
cette condition n'est pas remplie , le chiffre du quotient 
étant douteux, on le supprime ai^ec le reste correspon-- 
dant^ on marque un chffre de plus au diuiseur désigné, 
et l'on abaisse à la droite du dernier dii^idende partiel 
corrigé le premier des chiffres non encore employés au 
dividende proposé, ce qui donne un nous^eau div^idende 
partiel auquel on fait subir la correction indiquée plus 
haut, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait obtenu au 
quotient le nombre de chiffres demandé* 



246,83579246- 
'94 
52,8 
1,0 



^7,5386457. 



2,53 



5i,8 
48,5 

3,33 
o,3i 

3,02 
2»9» 
0,11 



Pour fixer les idées et simplifier la démonstration de 
cette règle, nous supposerons que le diviseur est un 
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nombre décimal dont la partie entière 97 forme le divi- 
seur désigné y que le dividende est un nombre décimal 
dont la partie entière 246 contient le diviseur désigné 
au moins une fois et moins de dix fois, et nous mettrons 
en évidence les produits qui doivent être retranchés suc- 
cessivement du dividende. Enfin , nous supposerons qu'en 
observant la règle précédente , on ait obtenu les trois pre- 
miers chiffres du quotient qui , dans Texemple proposé , 
sera 2,53. . .. On voit alors qu'il suffira de démontrer que 
2,53 est le plus grand multiple de 0,01 contenu dans le 
quotient , ou , autrement, que le produit du diviseur pro- 
posé d par 2 , 53 est contenu dans le dividende proposé D, 
et que le produit c? X 2 , 54 excède D. 

Démonstration, Pour obtenir le reste 0,1 1 par la règle 
précédente, on a retranché de D : 

I**. Le produit 97 , 53 X 2 , en négligeant le produit 

0,008... X2<^o,o2; 
2®. Le produit 97, 5xo, 5, en négligeant le produit 

o , o38 .•.Xo,5<;]o,o5; 
3^. Le produit 97 X o , o3 , en négligeant le produit 

o ,53 . . . X o ,o3 <; o ,o3. 

Donc, en désignant par P la somme des produits ainsi re- 
tranchés de D , on aura 

D=:P -ho,ii57. .., r/X2y53>P 
et 

«/X 2,53 <;P H- -0,02 + 0,05 -+- o,o3). 

Mais on a,, par hypothèse , 

2-1-5-1-3= ou <C*'> 
ou, autrement, 

o, 02 -h o ,o5 -j- o ,o3 <^ o , 1 1 ; 

donc r/ X 2 , 53 est contenu dans D. De plus , le produit 
f/X2,54 = <^/X 2,53 -hr/Xo^oi; 
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or 

r/X2,53>P, <^Xo,oi~o,97...>>o,ii57... > 

puisque le diviseur désigné 97 excède le reste 11 de la 
dernière division partielle ] donc enfin le produit rjTx 2 , 54 
excède D. 

Remarque. La démonstration précédente s'applique au 
cas particulier où l'un des restes est moindre que la somme 
des chiiTres du quotient qui lui correspond. Alors on sup- 
pose que le dernier diviseur désigné est la partie entière 
du diviseur d, 

II. On voit, par ce qui précède, qu'étant donnés deux 
nombres entiers ou décimaux contenant un nombre limité 
ou illimité de chiflres , on pourra toujours trouver le quo- 
tient de leur division avec autant de chiflVes exacts qu'on 
voudra , sans avoir égard à la virgule dans aucun des 
nombres proposés. Il suffira, dans chaque cas particulier, 
de commencer par déterminer l'ordre des plus grandes 
unités du quotient; ensuite on multipliera ou l'on divisera 
le nombre entier obtenu par une puissance de 10 , telle que 
le premier chiffre significatif à gauche exprime des unités 
de cet ordre- Mais , dans un grand nombre d'applications, 
on a besoin de connaître, à moins d'une unité entière 
ou décimale d'un ordre déterminé, une valeur approchée 
du quotient d'une division dans laquelle on ne donne que 
le premier chiffre à gauche du dividende et du diviseur, 
ou seulement l'ordre des unités exprimées par ces deux 
chiffres 5 alors il importe de savoir combien il suffit de cal- 
culer de chiffres exacts au dividende et au diviseur, pour 
qu'en leur appliquant la règle précédente, on obtienne le 
quotient avec le degré d'approximation demandé. Mais , 
avant de résoudre ce problème , nous démontrerons le 
principe suivant : Pour obtenir ^ à moins d'une unités le 
nuo tient d'une division dans laquelle la partie entière du 



Digitized by 



Google 



( i50 
diuiseur excède celle du quotient , il suffit de dii^îser la 
partie entière du dividende par celle du dis^iseur. 

Soîent a-i-a^ i + iSî c + yle dividende , le diviseur 
et le quotient dont a^ b^ c désignent les parties entières. 
Il s'agit de prouver que la partie entière du quotient, a : b 
est égale à c ou à c H- i . 

1^. La partie entière du quotient a\h est au moins 
égale à c\ car elle est la même que celle du quotient 
a -f- a : i , lequel excède c -f- y ; 

2^. La partie entière du quotient a : b n'excède pas 
c + i^ car sMl en était ainsi , elle serait au moins égale à 
c -h 2 , et l'on aurait 

fl= ou > ^ X(<^ -I- 2), 
et, par suite, 

Mais, par hypothèse, le nombre b est au moins égal à 
c -+• I , et , par conséquent , plus grand que (c -|- i) X P 5 
donc, en remplaçant b par (c 4-i) X /3, on aurait, à plus 

forte raison , 

a-+-a>(c-|- i)x(^-l-p), 

d'où il résulterait , contrairement à la supposition, que la 
partie entière du quotient a H- a : è -h (3 serait au moins 
égale à c -H 1 5 donc la partie entière du quotient a \ b vS^ 
peut excéder c -f- 1 . 

nL Soit proposé de trouver, à moins de 0,01, le quo- 
tient 71 : e de la division du rapport de la circonférence 
au diamètre, par la base des logarithmes népériens. La 
longueur de la circonférence étant comprise entre les 
périmètres de l'hexagone régulier inscrit et du carré cir- 
conscrit, on reconnaît immédiatement que la partie en- 
tière de 7T est égale à 3 5 le nombre e étant la limite de la 
série 

I I I 

'"^7'^iX2"^iX2X3"^"'' 
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on voit de même que la partie entière de e est égale à 2. De 
plus, pour trouver le quotient tt : e à moins de 0,0 1 , il suf- 
fit de chercher le quotient ioo7r:e à moins d'une unité, 
puis de diviser ce dernier quotient par 100. Or le dividende 
100 TT est compris entre 3oo et 4^0^ le diviseur e entre n 
et 3 5 et , par suite , le quotient entre 1 00 et 200 5 donc, si 
l'on multiplie le dividende et le diviseur par 100 , on sera 
conduit à chercher une valeur approchée, à moins d'une 
unité, du quotient ioooott : looe dans lequel la par- 
tie entière du diviseur excède celle du quotient. On voit 
qu'il suffira de calculer les quatre premières décimales 
de TT, les deux premières de e, puis de diviser la partie 
entière 3i4i5 de loooo^ par la partie entière 271 de 
1 00 e , ce qui donne 1 1 5 : 



3i4i5 

43 
160 

25 



27 1 



ii5 



Enfin , divisant 1 15 par 100, on obtient le quotient de- 
mandé i,i5. 

En général , pour trousser, à moins d'une unité entière 
ou décimale, le quotient d'une division dans laquelle on 
donne les premiers chiffres à gauche du dix^idende et du 
diuiseur, ou seulement l'ordre des unités exprimées par 
ces deux chiffres, on commence par multiplier le diui-^ 
dende ou le dii^iseur par une puissance de 10^ telle que 
la question soit ramenée à troui^er un quotient , à moins 
d'une unité ^ ensuite on détermine le premier chiffre à 
gauche du quotient ou seulement l'ordre de ses plus 
grandes unités , et l'on multiplie ou l'on div^ise le dis^i" 
dende et le dii^iseur par une même puissance nfe 10, telle 
que la partie entière du noui^eau diviseur excède le moins 
possible celle du quotient^ on calcule alors les chiffres qui 
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forment la partie entière du dis^idende et celle du div^i- 
seur, puis on divise la partie entière du dis^idende par 
celle du diviseur, ce gui donne un nombre entier quon 
multiplie ou quon div^ise par la puissance de lo, par 
laquelle on a d^ abord multiplié le dis^iseur ou le^diui-- 
dende proposé. 



SOLUTION DE LA QUESTION 136 

(TOlr t. V, p. 672); 

Par m. l\bbé PEPIN, 
Du petit séminaire d'heure. 



Construire le quadrilatère dont on connaît : i** une 
diagonale; 2^ les angles qui ont leurs sommets aux ex- 
trémités de cette diagonale; 3° les projections des deux 
autres sommets sur cette diagonale. Discuter le cas par- 
ticulier où les angles sont droits. (Piobert.) 

1. Soient b et i', c et c' les segments additifs ou sous- 
tractifs de la diagonale AD, déterminés respectivement 
par les projections B' et C des sommets opposés B et C. 
Soient a et a' les angles donnés, j3 et (3' les parties de ces 
angles situées du même côté de la diagonale que le sommet 
B. Ce sommet une fois déterminé, le quadrilatère se ré- 
soudra sans difficulté. Or on a 

|BB'=:ôtangP = ô'tangp^ 
^ ^ I ce = c lang(a - p) = c' tang (a' - p') , 

ou 

(2) g (tan}^ g — tang fi) _ c^ (tanga^ -^ tang ^') 

1 -h tang a tang p i -h tang v! tang p' 

Posons 

tang a =:r /;/ , tang «'=:«, tang p =z: ir, tang ^' =zy \ 

l'équation (i) donne 

h 
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et Téquation (a) devient 

(3) c{m-^x){b'-h bnx)^(/{b'n'^ bx){\ + mx)', 
d'où 

,, . mnib'(/ ^bc) -\- b'c — bc' ., . ..Ame — ne') 

( bxY -. ^ 7-^ (bx) 4- bb' ^ — ^ = o. 

me — ne ^ ' me — ne 

Ainsi le problème admet, en général, deux solutions. 
Avant de les construire, examinons le cas où les deux 
angles donnés seraient droits. On aurait 

2. L'équation (3) , divisée par m/i, peut s'écrire 

et , dans ce cas , elle se réduit à 

bcx =. b'c^x. 

Si l'on n'a pas bc = b'c' on doit faire x=^o\ alors 
le problème n'admet pas de solution. Si l'on 3i bc= b'c' ^ 
la valeur de x est indéterminée \ mais , de cette égalité , 
on déduit 



Or 

donc 



b '' c' 
/;» 4- ^' = c/ -I- c =r AD , 
b ^c' et ô' =r c ; 



les deux projections données sont a égales distances du 
milieu de la diagonale. 

Ainsi le problème est impossible, si les projections» 
données ne sont pas à égales distances du milieu de la 
diagonale. Et si cette condition est vérifiée, le problème 
admet une infinité de solutions. Ces conclusions dérou- 
lent aussi des deux théorèmes suivants : 
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1°, Les projections des extrémités d'un diamètre sur 
une corde quelcorqu^ sont à égales distances du milieu 
de cette corde ; 

2°. Si deux droites AD, BC sont les diagonales d'un 
quadrilatère inscriptible , et que les projections des ex- 
trémités de BC sur AD soient à égales distances du mi- 
lieu de AD , BC est un diamètre du cercle circonscrit, 

3. Résolution du quadrilatère. Supposons que, par 
un changement convenable de signes , on ait amené les 
coefficients de l'équation (3) , résolue par rapport à ijr, 
à être positifs (abstraction faite du signe) et à ne renfer- 
mer que des lettres qui expriment des valeurs positives. 
Cette équation s'écrira sous l'une des formes comprises 
dans l'équation 

(4) z'±pz±q=0, 

posant 

, mn { h'c' — bc^-^-h'c — hc' . ,, me — ne' 

z z=z bx^ p = i -7-^ î a =: bb — 

me' — ne me' — ne 

On obtiendra facilement les logarithmes de p et de 9, 
par les Tables de Gauss , puisqu'elles permettent de cal- 
culer immédiatement le logarithme de la somme ou de la 
différence de deux nombres dont on connaît les loga- 
rithmes. On pourra calculer par logarithmes les racines 
des équations (4) , données par les formules suivantes 
Pour l'équation 

z' — /^z -f- 7 = o , 
on a 

z' = p cos^ 7 ? > z'' zzz p sin' -5- <F * 
en posant 

4^ 

P' 
Pour l'équation 

z' — pz — <f = Of 
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on a 

z'z=zp LJ et (--z") = » II, 

cosç '^ cos® 

l'angle (f étant déterminé par la relation 

Les deux équations cpi'on obtient en changeant le signe 
de p dans celles qui précèdent, ont leurs racines égales 
à celles des équations dont elles dérivent, et de signes 
contraires. 

Connaissant log ^ = log (è tang(3), on déterminera 
l'angle [3^ l'équation (i) permettra de calculer l'angle P'; 
une simple soustraction donnera les angles a — (3 et 
a — 13'. Ainsi, dans les deux triangles ABD, ACD, on 
connaîtra un côté et les deux angles adjacents. On pourra 
ainsi calculer, par les Tables , toutes les parties du qua- 
drilatère demandé, 

4. La construction graphique est facile, nous ne ferons 
qu'indiquer celle des coefficients petq. On peut écrire 

me' — ne 

Les produits mc^nc^ etc., sont les tangentes d'arcs égaux 
en degrés à a et a', et décrits avec des rayons égaux aux 
multiplicateurs c^ c\ etc. On les construira aisément. 
Soient donc 

h = mc, h'z=zmc', l = nc, l' =: nc\ et A=:n i-^--b\i 

on aura 

Ibc' ,,\ Ihk bc' ^\ 

p= Trzri W^l ' 
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On obtient p par des quatrièmes proportionnelles , et 
cj en construisant un carré qui soit au carré équivalent 
à bb' dans le rapport des deux longueurs [h — /') et 

(A'-/). 

iVofe. M. Piobert, étant en 1817 élève à l'École d'application de Tartil- 
Icrie et du génie à Metz, a employé les propriétés du quadrilatère inscrip- 
tible ABDC pour faire des levers à Téquerre d'arpenteur et au moyen 
d'une seule base. Considérant la diagonale AD, comme base, et marchant 
sur cette droite , on détermine avec l'instrument trois des quatre points 
A, ÇJy B', D, et en outre le point G, intersection des deux diagonales AD 
«t ce ; on mesure les distances AC, AO , AB', et l'on trouve facilement 



rr, - i 1^^'- AB' ^' 4 /DB'.DC'.OC 
^^ - V ÔB^ - V ÔF ' 

BB'=^î^ï|;^=v/— 



DC'.OW 
OC 



ANALYSE INDÉTERMINÉE Dl! PREMIER DEGRÉ; 

Par m. JAUFROID, 

Professeur de mathématiques au collège de Cette. 



I. Le but de cet article est de traiter généralement la 
résolution en nombres entiers d'une équation du premier 
degré à un nombre quelconque d'inconnues. 

Nous supposons démontré que l'équation 

ax -^ by -^- C :=:z o y 

a et h étant premiers entre eux, a toutes ses solutions en 
îiombres entiers contenues dans les formules 

^== a— è^, j=r p + rt/, 

a et (3 étant une de ces solutions. 
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II. Soit Téquation 

ax -\- by -\- cz -\- d\' -^ , .H- mu 4- « = o , 

a , i , c 5 J, . . . , m n'ont pas de diviseur commun -, soient , 
de plus, a elb premiers entre eux, je pose 

x=^ Kz 4-Bc> 4-.,.-|-Lw H-M, 



''^' (/=: A,z4- B.ï^H-. . .4- L.tt 4- M,, 

et je dis qu'on peut trouver, pour A, B,..., L, M, 
Aj, Bi,. . ., Li, Mj, des nombres entiers tels, que les 
valeurs des équations (i) satisfassent à l'équation pro- 
posée , indépendamment de toutes valeurs données à 
55, P', . . ., M. En effet, la substitution donne 

(flA H-ôA, -t-c)2 4- (ûB -H ÔB, -f- r/) «'4-. . . 
4-(flL4-^L, 4-w)tt4-ûM4-^M, 4-« = o, 

ce qui exige qu'on ait séparément 

rtAH-^A, 4-c=o, ûB4-^B, 4-^^=0, 



â[L4-^L,4-/w = o, «M4-^M, 4-/2 = o; 

mais a et i étant premiers entre eux, toutes ces équa- 
tions sont solubles en nombres entiers. Concevons qu'on 
prenne une solution de chacune de ces équations, et que 
A,B,..., L, M, Al, Bi,...,Lt, M^ représentent les va- 
leurs choisies, on aura l'identité suivante : 

^(Az4-Bp •4-...-i-LB4-M) 
4-^(Aiz4-BiP4-. . .4- L,a4- M,) 
4- rz 4- r/i^ -H . . . 4- mu 4-/2=0. 

Par suite, l'équation proposée se met sous la forme 

a{x — kz — Bp — . — l.u — M) 

-î- b{j — A.z — B,f — . . . — L, w — M,) =z o; 

d'où Ton tire 

.r = A z -h B (^ 4- . . . 4- L // 4- M — bt^ 
>• == A.zH- B,p4-. . .4- L, «4- M, 4- at^ 
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formules analogues à celles qu'on obtient pour le cas de 
deux inconnues , car on peut dire que les fonctions 

.r = Az + Bt» -f-. . .-t- Lw -t-M, 
jr z= A,«-|- B.i'-h. . .4-L,«-f- M,, 

sont une solution de l'équation proposée. 

m. Supposons que a eib aient un plus grand comndun 
diviseur cî, mais qu'ils soient premiers avec un des autres 
coefficients, c par exemple. Je pose 

a = a^§y b=zbi^y et ax -\- by = S/j; 
d'où 

(l) OiX-j- bijr = p. 

L'équation proposée devient 

$ p -h cz -}- du -{' . . , -h ma -h /i = o , 

cî et c sont premiers entre eux: donc, d'après le § II, 
on aura 

2 = Ba t' -f- . . . -h L, w 4- Mj H- ^ r, 
y? = B3C -h . . . + L3 tt -4- Mj — cr; 
Téquation (1) devient alors 

a,X'\- biX — B^v—, . .— La/e-l-cf — Ma^zo; 
et, comme «i et bi sont premiers entre eux, elle donne 

!x = Bc^ + . . . 4- L w + M ^ -H N — i>, r' , 

Remarque, Si (î = i , on doit retomber sur le cas 
précédent ; en effet , on peut résoudre par rapport à f la 
formule qui se rapporte à -z , et porter cette valeur, qui 
est sous forme entière , dans celles de x et de y^ qui 
prennent alors la forme indiquée précédemment. Les 
formules (2) comprennent donc les formules (i) du para- 
graphe précédent. 
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IV. Considérons encore le cas où a, £, c ont un plus 
grand commun diviseur â, maïs sont premiers avec d 
par exemple. Je pose 

a=zai$, ù = biSj c = Ci9 et ax -}- bj- -^ cz =: Sp . 
Or 

(0 a^x-+- b,y -i- c,z=p', 

r équation proposée devient 

^/? H- rfp -t- er H- . . . H- /»« -I- « = o . 
â et d sont premiers entre eux, par conséquent on a 
(^ = €3^-1-.. .4-L3aH-M3-f-^f, 
pz^Cr-h. ..-|-L4a4-M4 --dt; 
alors l'équation (i) devient 

a^x-^è.x-hciz — . .• — L4« + ^jr— M4 = o, 

et comme c^ est premier avec a^ et b^ , cette dernière 
équation tombe dans le cas précédent , et , en appelant â ' 
le plus grand commun diviseur de a^ et ij, elle donne, 
en posant «i = a% à* ^ h^ = Jj J', 

x = Cr-|-...4-L «H-Mr H-N^' H-P — ^jr'', 
j = C,r + . . . -f- L, w -h M.r -4- N,^' -I- P,-f- /ï,f'% 
z = Cjr-+-. . .-f-Lja + Mjf -I- ^'/', 
«» = C3r-|-...+ L3tt -hMjr -h^^ 

Remarque, Si ^= i , les formules rentrent dans celles 
du § III. Si (J= I , (J'= I , elles rentrent dans celles du 

La marche du calcul est maintenant évidente , et l'on 
en déduit la généralisation suivante : 

Si Ton choisit n inconnues dont les coefficients aient 
un plus grand commim diviseur d, mais premiers avec 
le coefficient d'une des inconnues restantes, ces n + 1 
inconnues s'expriment à l'aide de toutes les autres et de 
n indéterminées \ l'inconnue , dont le coefficient est pre- 

A»n, de Mathémat. , t. XI. (Mai i852.) 1 1 
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mier avec ceux des n autres, ne contient qu'une de ces 
indéterminées multipliée par d. Le nombre des indéter- 
minées augmente d'une unité d'une formule à une autre, 
jusqu^aux deux dernières qui les contiennent toutes. 

On pourra, si quelques-unes desquantités J', etc. , étaient 
égales à l'imité , diminuer si on le veut le nombre des 
formules d'après ce qui a été remarqué §§ III et IV. 

Si l'on considère un système de valeurs pour ^,v, . . . , i/, 
les valeurs correspondantes de x et de j" forment deux pro- 
gressions arithmétiques ayant pour raisons les quotients 
des coefficients de j^ et de j: par leur plus grand commun 
diviseur. 

Si l'on considère un système de valeurs pour i',..., w, 
et si l'on divise a exb par le plus grand commun diviseur 
de a , ft , c , ce qui donne a, et b^ , les valeurs de z corres- 
pondantes forment une progression arithmétique ayant 
pour raison le plus grand commun diviseur de a^ et b^ , 
et ainsi de suite. 

On conclut facilement de la théorie précédente , que 
si tous les coefficients, à l'exception de celui d'une seule 
inconnue, ont un plus grand commun diviseur J, mais 
sont premiers avec celui de cette inconnue, les valeurs 
de celle-ci forment une progression arithmétique ayant 
pour raison e^. 

Note. Ce problème, étendu à un nombre quelconque d'équations du 
premier degré , est traité avec rigueur et élégance dans un Mémoire inédit 
de M. Lebesgue, sur Tanalyse indéterminée du premier degré , que le 
célèbre arithmologue a bien voulu nous communiquer. Ce Mémoire fait 
partie d*une Théorie générale des nombres. 

La nature de cet ouvrage demanderait une souscription à laquelle le Gou- 
vernement devrait prendre une forte part. Les encouragements sont à réser- 
ver pour les auteurs d*élite qui s'adressent à on petit nombre de lecteurs 
et pour lesquels il faut pourtant écrire, nonobstant les préoccupations du 
jour ; c'est l'opinion de Vitruve : 

Cuni animadvertissem distentmm civitatem puhlicis et privatis negotiis, 
paueis judicavi scrihendum (in praefatione libri quinti de Àrckitettura). 
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THËORÈNE DE PASCAL ET SES G0N8É(HIINfilS, 

d'après mm. STEINER, PLUCKER, OTTO HESSE, 
CAYLEY, RIRKMAN, SALMON. 

( Voir Journal de M. Grelle, tome XLI, page 60 ; i85o; en français, par 
M. Cayley.) 



1. Natation. Nous désignons les six sommets d'un 
hexagone par les six lettres a^ b, c, d^ e^f-^ 

ae est la droite qui va de a en e, et ainsi d«s autres^ 
ae.df est le point d'intersection des droites ac, df^ et 

ainsi des autres *, 
abcdef est l'hexagone allant de a en &, de 2» en c, de c 

en fi?, de d en e, de e en^ et dey en a. 

2. On peut réunir les six sommets d'un hexagone par 
quinze droites aô, «c, ad^ «e, af^ bc^ bd^ etc. 

Points p. Ces quinze droites se coupent en quarante- 
cinq points , en excluant les sommets de ITiexagone. 

Nous désignons chacun de ces quarante-cinq points 
par p, lettre initiale du nom de Pascal. 

Observation. Il peut se faire que trois de ces droites 
se coupent en un seul point; alors, au lieu de donner 
trois points /?, elles ne donnent qu'un seul point. 

3. Six points peuvent devenir les sommets de soixante 
hexagones. En effet, soit l'hexagone abcdef'^ les lettres 
b ^ c^ d^ e^f fournissent xîent vingt permutations*, mais 
le polygone abcdef est le même que le polygone afedcb ; 
chaque polygoneétant double^ il n'existe donc quesoixante 
hexagones différents. 

4. Théorème de Pascal. Un hexagone étant inscrit 
dans une conique y les trois systèmes de côtés opposés 
fournissent chacun un point p ; les trois points sont en 

II. 
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ligne droite; et, réciproquement, siles trois points p ainsi 
obtenus sont en ligne droite, l'hexagone est inscriptible 
dans une conique. 

Démonstration» Droites P. Ce théorème est une con- 
séquence immédiate du théorème segmentaire de Desargues 
sur le triangle coupé par une conique. [Voir Haille- 
couRT, tome VII, page 83. Pour la démonstration analy- 
tique, voir RoGUET, tome III, page 3o4, et Lebesgue, 
tome VIII, page iSg.) Il est évident qu'à chacun des 
soixante hexagones correspond une droite différente. Nous 
désignons chacune de ces droites par la lettre P. 

5. Théorème. Par chaque point p passent toujours 
quatre droites P et pas dai^antage. 

Démonstration, Formons les quatre hexagones 

abcdef, 
nbfdec^ 
abcedf, 
ab/edc, 

les côtés opposés ab , de sont les mêmes dans les quatre 
hexagones, et l'on n'en peut former un cinquième ayant 
la même disposition ^ donc, etc. 

Il s'ensuit que les quarante-cinq points p sont distri- 
bués sur les soixante droites P, et chaque point est qua- 
druple, pour ainsi dire. 

6. Les soixante hexagones se divisent en trente grou- 
pes ayant chacun en commun quatre côtés ^ les deux 
hexagones 

abcdef, 
abcdfe, 

ont en commun les côtés aby bc, cd consécutifs et ef 
non consécutif-, et les deux droites P, correspondant à 
ces hexagones, se coupent dans le point p donné par l'in- 
tersection de bc et ef. 
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7. On peut former six hexagones ayant en commun 
trois côtés non successifs j savoir : 

(i) abcdef, 

(2) abeic/e, 

(3) abefdcy 

(4) abefcd^ 

(5) abfccd, 

(6) . abfede\ 

les cinq derniers hexagones n'ont que trois côtés non 
successifs en commun avec le premier, les côtés ah^ 
cd^ ef. 

8. Si deux hexagones ont en commun trois côtés non 
successifs , les six autres côtés forment un troisième hexa- 
gone. Soient les deux hexagones abcdef^ abdcfe \ ils ont 
en commun ab^ cd^ ef\ les six autres côtés non communs, 
ftc , de^ae^ bd^ cf^ af^ forment l'hexagone aedbcf^ et ces 
trois hexagones, pris deux à deux, ont en commun trois 
côtés non successifs. 

9. Premier théorème de M. Steiker. Soient les trois 
hexagones 

iabcdef; ab.de y cd.af\ ef,bc\ P; 
abefcdy ab.cf\ cd.be \ ef.ad\ P'; 
adebcf\ de,cf\ a/.be; ad.bc; P";. 

les trois hexaganesj pris deux à deux y ont trois côtés 
non successifs en commun^ les trois droites P, P', P", 
mii correspondent à ces hexagones y se rencontrent en 
un même point. 

Démonstration. A côté de chaque hexagone , écrivons 
les trois points p correspondants^ et, allant de gauche à 
droite , désignons les points de la droite 

P par a, p, 7 ; 

r par «', p',/; 

P" par a% f', 7"; 
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il est évident que la droite 

aa' est le prolongement de aô; 
PP' est le prolongement de cd-,. 
aa" est le prolongement de de; 
pp" est le prolongement de a/; 
a' a" est le prolongement de c/-^ 
p' P" est le prolongement de be. 

Ces six droites forment l'hexagone abedcf^ dont les 
trois points p sont ab.cd\ de.af] be»cf. Donc, dans les 
deux triangles uaf ol% /3|3'P^ les côtés aa\ /S/S'j ««% (3/3"5 
(xfa!\ j3'j3'' se coupent respectivement en trois points qui 
sont sur la droite P de l'hexagone abedcf\ ainsi , les 
trois di'oites «jS , «/(B', a"^" ou P, F, F' se coupent en un 
même point [vmr page 1 15, question 254). C. Q. F. D. 

A l'hexagone aiccfe/*, nous avons joint l'hexagone (4) 
du ri** 7; si Ton y joint un des quatre autre» hexagones , le 
raisoDnement précédent n'a plus lieu. Ainsi, l'hexagone 
abcdef étant donné , les deux autres qu'il y faut joindre 
sont déterminés. Les soixante hexagones se divisent donc 
en vingt groupes; chaque groupe renferme trois hexa- 
gones^ dont les droites P convergent vers le même point. 
Nous désignons chacun de ces vingt points par te lettre s. 
Chaque droite P contient trois points p et un point s ; 
tout point p est quadruple et tout point s est triple. 

Ainsi , pour que les trois droites P de trois hexagones 
se rencontrent en un même point, il faut que, pris deux 
à deux, ces hexagones aient trois côtés non successifs en 
commun. Cette condition est nécessaire, mais non suffi- 
sante. 

Appelons système conjugué le système des trois hexa- 
gones A. 

Obsert^ation. Le second polygone du système A peut 
s'écrire ainsi , adcfeb. On voit alor^ que le troisième po- 
tygone se déduit du second , comme le second du premier. 
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10. Théorème de M. Plucker. Les droites P des 
hexagones 

(i) abcdef, P', 

(2) ahdefey P", 

(3) ahefdc, P*, 

et les côtés ab , ef^ cd fotment un hexagone inscriptible 
dans une conique. 

Désignons la droite P de (i) par P'; de (^) par P^' et 
de (3) par P'". Formons un hexagone avec les six côtés 
successifs P', ai, P^ e/, P^'', cd. (O); 

rintersection de P' et ef est la ménie que ef. bc; 
rintersection de P" et cd est la même que cd,ae\ 
rintersection de P'" et a 6 est la même que ab.d/. 

Or ces trois intersections sont sur la droite P de i'hexa* 
gone abcdfe\ donc Thexagone (O) est inscriptible dans 
une conique. 

Observation. Cette conique n'est pas la même que la 
conique donnée \ mais la droite P, relative à celte seconde 
conique, est une droite P de la première conique. 

Secoi^d théorème de m. Steiher. Les quatre points s 
correspondant aux quatre systèmes conjugués , 

abcdefy («,) J 

(A) I abefcd, (a,) | (a), 
afcbed, {a^) J 

acbedfy ( ^, ) 

(B) { acd/he, (^,)j (P), 
aedcbf, ( b^ ) 

adecbf, (c,) 

(C) { adbfec, [c,) \ (y), 
a/edbcy (c^) 
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aedbcf, (c/, ) \ 
(D) \aecfdb, {d,)\(d)^ 

abcedfy [d^)) 

sont sur une même droite. 

Désignons les droites P du système (A) par «i , aj , «3 5 
celles du système (B) par ii , ia, ^s, etc. , et les quatre 
points s correspondants par «, jS 9 7 5 à. Formons les trois 
hexagones avec les côtés successifs 

«it ^f\ b,j de; Cxy bc'y 

«3» «/; ^3> ^'y C^y bc\ 

«I, <^3; ^1, «3; C\t ^3- 

Diaprés le théorème précédent , le premier hexagone 
est inscrîptible dans une conique •, d^ est la droite P de 
cet hexagone 5 le second hexagone est aussi inscriptiblc 
dans Une conique , et d^ en est la droite P , et ces deux 
hexagones ont les mêmes six sommets; car Fintersec- 
tîonde «1 et bc est le point hc.ef\ et l'intersection de 
Cs, hc est aussi le même point bc.ef : ainsi les six 
sommets ai, hc\ hc^ c^\ c^^ de\ Je, b^^ i,, af\ af^ a, 5 
sont les mêmes que les sommets C3, bc\ bc^ a^-^ i^, de-j 
de^Cz'j as, af. 

Or le troisième hexagone a les mêmes sommets que les 
deux précédents; car a^ et c^ se coupent au point bcef, 
qui est le même que bca^^ et ainsi des autres; donc le 
troisième hexagone est aussi inscriptiblc, et, par consé- 
quent, les points ai, as ; £1, b^ ; c^^ c^ sont sur une même 
droite ; donc les points a^^^y sont sur une même droite , 
de même jS , y , 5 ; donc les quatre points a , j3 , y , çî sont 
sur une même droite. 

Cette démonstration et celle du premier théorème (9) 
sont de M. Plûcker. 

H . Droites S. Nous désign9ns ces droites par la lettre S ; 
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les vingt points s sont distribués quatre à quatre sur une 
même droite; comme chaque point s est commun à trois 
droites , il s'ensuit qu'il existe quinze droites S correspon- 
dant aux quinze manières de reunir les sommets de l'hexa- 
gone (2) ; ainsi, par chaque point 5 passent trois droites P 
et trois droites S. 

12. Théorème ue M. Otto Hesse. Soit O un point oii 
se réunissent trois droites S , et soient cL^^^y\al^^\'^/'^ 
ol"^ jS'S /'î les autres points s qui se trouvent respectii^e- 
mentsur la première, la deuxième et la troisième droite S ; 
les points a, a', a''; (3, j3', jS''^ y, /, y"^sont les sommets de 
trois triangles. Les intersections des côtés homologues 
des triangles a a! a" y ? ^' ^" ^ donnent trois points s 
situés sur une droite S ; de même les intersections respec- 
twes des triangles oc a! a!' et y / /', (3 P' ^" et y / /^; 
les trois nouvelles droites S se rencontrent en un point O! 
qui est aussi un point s; les points O et Of sont conjugués 
relativement à la conique. Cette figure renferme quinze 
droites y savoir : les trois droites S données , les neuf côtés 
des triangles et les trois droàes S qui s'en déduisent^ et 
vingt points, savoir : les dix points s donnés et les dix 
points qui s'en déduisent^ ce sont les quinze droites S et 
les vingt points s^ ces vingt points forment dix couples, 
et les points de chaque couple sont conjugués relati- 
vement à la conique. 

Démonstration, A trouver, 

13. Théorème de M. Kirkman. Les trois droites P des 
hexagones 

abcdef, P,, 
abcfdCy P,, 
ncbedf, P.^, 

convergent vers le même point. 
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Démonstration, Les trois points 

A =r fl/.crf; B =:ab,de\C = bcef^ déterminent la droite P„ 
M •zs.he. cd\ W =iac, ef\ C = ar^ . df^ déterminent la droite P,, . 
A''=: he . af\ B" = hc . df\ C" z=:ac,de, déterminent la droite P3, 

où le signe = exprime que le point A , par exemple , est 
l'intersection des lignes af^ cd^ et ainsi des autres. 

Les points A, A', A" 5 B, B', B^ C, C, C^ sont les 
sommets de trois triangles. 
Combinons A avec C : 

le côté AA' se confond avec la droite cd, 
le côté AA'' se confond avec la droite afy 
le côté A' A" se confond avec la droite be , 

le côté ce se confond avec la droite P de l'hexagone aefdcb, 
le côté CC" se confond avec la droite acbdef, 

le côtéC'B^'se confond avec la droite acfdeb. 

Ainsi , 

le point A A' .C C = cd.acy 

le point A A" .C C"= af. bd, 

le point A'A" . C'C"= be . cf. 

Ces trois points sont sur la droite P de l'hexagone 

afcdbe\ donc les trois droites Pi , Ps , Ps > passent par le 

même point [voir page 1 15, question 254). 

En combinant A avec B, on trouve que les trois points 
sont sur la droite P de afbecd\ les deux droites P des 

hexagones 

afcdbe ^ 

afbecdj 
donnent un point 5. 

14. Points h. Nous désignons par la lettre k les points 
qu'on trouve par ce théorème. Uy a cette différence entre 
les points s et k : un point s est donné par le système 

abcdef^ 
abefcdy 
ndebcf. 
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Remplaçant le premier polygone par le second, on a le 
système 

abefcd, 

abcdefy 

adehcf^ 

le même que le précédent. On trouve encore le même 
système en prenant le troisième hexagone pour le pre- 
mier; de sorte que les soixante hexagones ne donnent que 
vingt points s\ tandis qu'un point h est donné par le 
système 

ahcdef^ 

abefdcy 

achedf. 

Prenant le second hexagone pour le premier hexagone , 
on a le système 

ahefdc y 

ahdcef^ 

achedf y 

système différent du premier et donnant un autre point /r. 
Il existe donc soixante points Ar. 

15. Théorème de M. Cayley. Les trois points k cor- 
pondant aux systèmes 

abcfed \ 
abedfc > X*, , 
acbefd ) 

abcdfs \ 
abfedc | ^2, 
acbfde ) 

abcedf j 
abdfec J /'a , 
acbdef \ 

sont en ligne droite. 

Démonstration. Droites C. Ayant égard aux vingt-sept 
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points p des neuf droites P de ces neuf hexagones, on voit 
que 

le point k, est le même que le point B'B".CC'' \ ^„ ^i^^^^rème 
le point k^ est le même que le point B B' .C C | ^^^^^^^ 
le point ^3 est le même que le point B B" . C G' ) 

Or ces trois derniers points sont sur une même 
droite (13) \ donc les trois points k sont sur une même 
droite , que nous désignerons par la lettre C , ainsi , les 
soixante points h sont distribués sur vingt droites C. 

16. Théorème de M. Salmow. Chaque droite C passe 
par un point s. 

Démonstration. Nous avons vu ci-dessus (13) que la 
droite qui renferme les points ftj , h^ h'i passe par un 
point S) ainsi, d'après ce théorème, chaque point s est le 
point de rencontre de trois droites P et d'une droite C. 

17. Droites K. Second théorème de M. Kïrkman. Il 
existe quatre-vingt-dix droites K, contenant chacune 
deux points k et un point p. 

Démonstration. Soient le pointai donné par le système 

abcdef, B", 
ahefdc , A" , 
acbedfj C" ; 

le point /tj donné par le système 

adebcf^ C , 

adcfbe^ A', 
aedcbf, B' , 

et le point p donné par 

bc.de\ 

le point bc.de est Tintersection des trois droites 
acbfed , A , 
bc, B, 
de, C; 
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A est la droite P de Thcxagone correspondant : 

le point A A' est le même que ad. hf^ 
le point BB' est le même que bcae, 
le point AA" est le même que acef^ 
le point BB'^ est le même que bc.ef^ 
le point A' A'' est le même que cd,be^ 
le point B'B" est le même que af, ed ; 

A A' .BB' est la droite P de Thexagone adcbfe^ 
A A" .BB" est le côté ef, 

Mk", B'B*' est le côté cd. 

Or ces trois droites se rencontrent au même point ef.cd\ 
donc, d'après le théorème connu (question 254), les trois 
points /ti ^ht^ p se rencontrent en un même point. 

En changeant & en c et c en b^ le point p reste le même ; 
à chaque point p correspondent donc deux droites K : il 
existe donc quatre-vingt-dix droites K^ par le même 
point p passent donc quatre droites P et deux droites K. 

Observations, cJ.e^etftc.rfe donnent la mêmedroiteK, 
et de même cb . de et bc . ed. 

\%. Au résumé, le théorème de Pascal présente de 
remarquables : 

1**. Quarante-cinq points^, vingt points 5, soixante 
points h ^ 

2^. Soixante droitesP, quinze droites S, vingt droites C, 
quatre-vingt-dix droites K \ 

3**. Par chaque point p passent quatre droites P et deux 
droites K *, 

4**. Par chaque point s passent trois droites P et une 
droite C ; 

5^. Par chaque point h passent trois droites K. 

19. M. Catalan nous a communiqué les théorèmes 
suivants , quHl a consignés dans une Application d'Al^ 
gèbre à la Géométrie ^ ouvrage lithographie non achevé. 

Théorème I. Lorsquwi hexagone est inscrit à une 
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conique y les six points de concours des côtés qui n^ sont 
ni consécutifs ni opposés, sont les sommets d'un hexa- 
gone circonscriptible à une autre conique. 

Théorème IL Quand un hexagone est circonscrit à 
une conique f les droites menées par les sommets, qui 
ne sont ni consécutifs ni opposés, sont les cotés d'un 
hexagone inscriptihle à une autre conique. 

Théorème III. Lorsque des hexagones H, H' sont, 
Vun inscrit , Vautre circonscnt à une même conique C , 
de manière que les sommets du premier soient les points 
de contact des côtés du second ^ si l'on prolonge dans H 
les côtés qui ne sont ni consécutifs ni opposés, et si Von 
joint dans H' les sommets qui ne sont ni consécutifs ni 
opposés, on obtient, d'une part, les sommets d'un hexa- 
gone h circonscriptible à une conique c , et, de l'autre, 
les côtés d'un hexagone A' inscriptible dans une co- 
nique c'/ le point de concours des droites qui joignent 
les sommets opposés de Vhexagone h est, relatii^ement 
à la conique donnée C , le pôle de la droite sur laquelle 
sont situés les points de concours des côtés opposés de 
l'hexagone h', et les deux hexagones h et h' sont po- 
laires réciproques relatii'ement à cette même conique. 

20. JVote bibliographique, Pascal, ayant à peine dix- 
sept ans, a publié son théorème en i64o. Cet opuscule de 
huit pages in-8°, intitulé : Essai sur les coniques, était 
complètement oublié lorsque Bossu t le réimprima dans 
l'édition des Œuvres complètes de Pascal, qu'il donna en 
1 779. Ce même opuscule commence le tome IV de la nou- 
velle édition des OEuvres complètes, que donna Berth... 
en 1819. Le théorème y c^st simplement énoncé sous la 
forme de lemme I {page 2) 5 le nom d'hexagramme mys- 
tique ne s'y trouve pas. On ne connaît ce nom que par une 
lettre de Leibnitz, datée de Paris, 3o août 1676, et 
adressée à Perrier, neveu de Pascal, conseiller à Cler- 
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mont- Feri and. Celle letlre est à la fin du tome V de la 
nouvelle édition. On avait remis à Leibnitz tous les ma- 
nuscrits scientifiques de Pascal , mort le 19 août 1662. 

Une pièce portait pour inscription : Generatio conisec- 
tionum seu projectio peripheriœ y tangentium et secan- 
tiumcirculi in quibuscumque oculiy plani et tabulœ po- 
sitionibus, 

Leibnitz dit que Pascal développe ici les propriétés 
fondamentales d'une certaine figure composée de six 
lignes droites, et qu'il nomme hexagrammatum mysti- 
cum. Diaprés cette indication , il est probable que c'est la 
méthode perspective qui a conduit Pascal à son théorème. 
En effet, la proposition est évidente lorsqu'il s'agit d'un 
hexagone inscrit dans un cercle et ayant les côtés opposés 
parallèles. La mise en perspective de celte figure donne le 
théorème général. Desargues avait déjà émis l'idée si fé- 
conde de considérer le parallélisme comme une convergence 
vers l'infini , et de ramener par la perspective les distances 
infinies à des distances finies : c'est même ce qui avait fait 
croire à Descartes que l'/iearagrammepourraithien appar- 
tenir à Desargues. Leibnitz ajoute que tous les écrits de 
Pascal étaient prêts pour l'impression et éminemment 
dignes de l'impression. On ignore ce qui a empêché la 
famille de suivre ce conseil. La publication de ces pré- 
cieux travaux aurait hâté les progrès de la géométrie seg- 
mentaire. Les manuscrits sont détruits, ou gisent dans 
quelque lieu inexploré. 

Le travail de M. Kirkman est inséré dans le Cambridge 
and Dublin mathematical Journal, i85o. 

MÉMOIRES RELATIFS A L'HEXAGRAMME. 

Journal de Crelle. 
Pluckeu, tome V, page 2685 1829. 
Plucker, tomelX, page4iii i833. 
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Plucrer, tome XI, page 26-, i834- 
Hesse (Otto), tome XXIV, page 36. 
Jagobi (A,), lieutenant, tome XXXI, page 178; 1846. 
Un historique sur le théorème. Plucker, tome XXXIV, 
page 337; 1846. 

MoBius, tome XXXVI, page 216,* 1848. 
Cayley, tome XLI, page 66 \ i85o, en français. 
Cayley, tome XLI, page 84^ i85o, en français. 
Hesse (Otto), tome XLI, page 269; i85i. 
An'onyme, tome VI, page 3 10^ i83o. 

Annales de Gergopîne. 

DARRAifDE (J.-B.), tome XIV, page 29-, 1823. 

Gergouhe, tome IV, page 78; i8i3. 

Sturm, tome XVI, page 265^ 1825. 

Gergowwe, tome XVUI, page 2i4; 1827. 

Steiner, XVIII, page 319; 1827. 

(Premiers énoncés rectifiés depuis par M. Plucker.) 

ÉPURE DE LA PLUS COURTE DISTANCE; 

Par m. Abbl TRANSON, 



La construction de la plus courte distance entre deux 
droites a été retranchée des nouveaux programmes (*). 
Mais la méthode suivante, que plusieurs professeurs m'ont 
paru goûter, semblera peut-être plus simple dans l'exé- 
cution que l'ancienne. 

Menez deux plans a et j3 respectivement perpendicu- 
laires aux deux droites données A et B. Cette construc- 
tion auxiliaire fait connaître, par l'intersection (I, I') 
de a et P, la direction de la perpendiculaire commune. 

( * ) C'«st pourtant une épure fondamentale. Tu. 
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Ensuite menez par A un pkn P/^ P' parallèle à (I, T), 
et cherchez le point (i, b') où ce plan est percé par B, 
Ce point appartient à la perpendiculaire commune. Me- 
nez par [b, b') une parallèle à(I, F) jusqu'à sa ren- 
contre («, a') avec A. La distance des points a et b sera 
la plus courte distance cherchée. 
On est prié de faire la figure. 

Note. Cette construction peut servir à trouver facilement les équations 
des projections" orthogonales de la plus courte distance, lorsqu'on connaît 
les équations des deux droites. j„ 



NOTE SUR LE THÉORÈME DE TAYLOR^ 

Par m. le D' O. SCHLÔMILCH, 

Professeur d'analyse à l'École Polytechnique de Dresde. 



Quand on fait usage du théorème de Taylor pour le 
développement des fonctions en séries, on trouve souvent 
que Ton a besoin de recherches étendues pour déterminer 
les limites entre lesquelles subsiste le développement. On 
sait qu'il y a deux méthodes pour cette discussion : Tune 
consiste à calculer le reste de la série et k chercher les 
conditions sous lesquelles il converge vers la limite zéro; 
mais comme ce reste est de la forme 

, 

I . 2.3. . ./2 

on est forcé de développer d'abord la dérivée/" (a:), 
ce qui exige un calcul très-incommode , dès que la fonc- 
tion /(.r) n'est pas très-simple. L'aune méthode a été 
donnée par M. Cauchy -, elle n'exige pas cette discussion 

Ann, de Mathêmat., t. XI. (Mai iSSî.) 12 
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du reste, elle est au contraire extrêmement simple : mais 
on avouera que la démonstration du théorème admirable 
de ce géomètre (Moigwo, page i5o) n'est pas à la portée 
de ceux qui font leurs premiers pas dans la science. 
Peut-être trouvera-t-on que le procédé que nous allons 
expliquer est assez simple, sans cesser d'être rigou- 
reux. 

On se convaincra sans peine, et sans le secours du cal- 
cul intégral, que toutç fonction F (or), dont la dérivée 
F' (x) est constamment nulle, est nécessairement une 
constante^ mais il n'est pas nécessaire que cette con- 
stante conserve toujours la même valeur : au contraire, 
si la fonction F (x) offre une solution de continuité, 
la valeur constante de F (x) ne reste pas la même, 
avant et après cette solution. Supposons, par exemple, 
que la fonction devienne discontinue pour a:= |-, alors 
l'équation F' (x) = o donne deux valeurs constantes de 
F (x) , Tune F (o) pour a7<; $, l'autre F ( oo ) pour a:> |(*) . 
On peut donc dire que l'équation F' {x) = o entraîne la 
suivante F [x) = F (a), pourvu que x et a soient situés 
dans le même intervalle de continuité, mais que cette 
équation cesse de subsister si x et a sont situés dans de 
divers intervalles. Yoilà tout ce dont nous avons be- 
soin. 

Supposons maintenant qu'il s'agisse de trouver la somme 
de la série infinie 

En vertu de la déGnition exacte de la somme d'une série 
infinie, ce n'est que la limite vers laquelle converge la 



(*) La droite parallèle à l'axe des jc change »iil>itement de position 
pour a:=^, mais conserve sa direcliou. Tm. 
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somme iiiiie - 



/{■^) +.^^/' {■■') + ^-^^^P^f" (-) + . 



1 .2 



(''-^i:iL /(.-„, 



12... {n — i)*^ 



X] 



que nous désignons par F (x, //). En prenant la dérivée, 
on trouve facilement 

Maintenant, si nous faisons croître indéfiniment le nom- 
bre n , Texpression F' (j:, n) deviendra la dérivée de la 
série infinie ci-dessus-, c'est-à-dire Téquation 

F(^)=/(x) + i=:^/'(x)+(''--^\r(^)+ .. 

donne 

Si la limite indiquée est zéro , la fonction inconnue F [x] 
se réduit à une constante; pour la déterminer, on n'a 
besoin que de prendre x = a dans l'équation ci-dessus , et 
Ton aura F [x] = F (a) := f [a) , et, par conséquent, 

(3) /(vo=/w+"-^-/'(^)+^^4=^r (•-)+••- 

En vertu des remarques que nous avons faites, l'exis- 
tence'de cette équation se trouve assujettie à deux condi- 
tions : la première condition s'exprime par l'équation 

la seconde est que la fonction F [x) demeure continue, si 
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.l'on va de j:=:x jusqu^à .r = «. Cette condition se 
peut énoncer, d'une manière différente, quand on ob- 
serve que la fonction F (x) sera toujours continue si la 
dérivée F' {x) jouit de la même propriété^ cette dernière 
fonction est la limite de l'expression F' {x^n)\ donc, si 
F' (a:, n) est continue, quel que soit le nombre «, il est 
clair que F' (x) et, par conséquent, F (ar) seront de 
même continues. En ayant égard à la valeur (2) de 
F'(j:, n) ^ on verra sur-le-champ que la continuité de 
F' [x^ n) n'exige que la continuité de Ji^"^(x)^ et l'on 
parvient ainsi au théorème suivant : 

Quand il existe un inteivalle dans lequel toutes les 
fonctions f[x)^j* [x) ,/*" [x)^ etc. , sont continues y alors 

. /(„)=/(x) + ^/'{x) + ll^/"(x)H-..., 

poun^u que les valeurs x et a soient comprises dans cet 
inteivalle et quelles satisfassent à la condition 

lim r (a-^xY-^ n ^ ^ 

En prenant a = a* -4- /i , on aura le théorème de Taylor \ 
pour obtenir le théorème de Maclaurin, nous faisons 
x = o, et nous remplaçons a par x\ alors on peut s'ex- 
primer de la manière suivante : 

Si les fonctions f [x) ,/' [x)^f" [x) , e/c, sont con- 
tinues dans un intervalle qu embrasse la valeur a: = o, 
alors il sera possible de déi^elopper la fonction f (x) en 
série de la forme 

(5) /(a:) = A.+ A.x4-A,^'4-...rA„ = ^^^^ii^l; 

ce développement subsiste pour toutes les valeurs de x 
qui sont comprises dans r intervalle indiqué, et qui, en 
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même temps , vérifient la condition 

(6) lim [/îA„ ^""'] = o. 

Ce théorème justifie la méthode des coefficients indé- 
terminés, si facile à employer ^ il contient deux conditions 
diflërentes : l'une sert à déterminer \es fonctions qui sont 
développables en séries de puissances, l'autre fait con- 
naître les valeurs pour lesquelles subsiste le dévelop- 
pement. 

Pour faire voir la facilité qu'offre l'application de naire 
théorème , nous prenons pour exemple 
f[x)-=z ces (p arc sin x ) ; 

on en déduit d'abord 

1^, . \ a sin (fxarcsin x) 
/ (•^) = — / ' 
£xx sin (fx arc sin j:) f/'cos (piarr.sinx) 

et , par conséquent , 

En différentiant h fois cette équation , on trouvera faci- 
lement 

( 8) /('-) (X) = (^•^■ + ')^/'*"'>W + (^'-t^')/'*'W . 

Celte équation fait reconnaître que la fonction y ^*"*-'^ (x) 
est continue entre les limites a: = — i et ^ = -f- i , si les 
fonctions y ^*"*"*^ (x) et f ^*^ [x] jouissent de la même pro- 
priété-, mais, comme il est clair que les fonctionsy(j:), 
/' (^) 1 f" {^) n'offrent aucune solution de continuité 
entre ces limites, on en conclut que toutes les fonctions 
/'(j;),/' (.r), etc., sont continues pour i^x^ — i-, le 
développement est donc possible. 
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Maiuienaut on trouve, à Taide des formules (y) et (8) : 

/(o)=,, /'(o) = o, ■r(o)=-f.S 

.r(0)==0, /-(0)n=~y(2-'~p^),etC., 

ce qui donne le développement 

(û) cosfaarc sinx)= 1 ~ x^ — i--^ — . > ■ jc^ — 

^^^ ^^ ^ 1.2 1.2.3.4 

D'aillei^rs, il est facile de prouver que l'expression 
c'est-à-dire 

1.2.3. ..(2X^ — 1) ' 

converge vers la limite zéro, en supposant 
i>.r>— i; 

les conditions nécessaires sont donc satisfaites par la 
détermination i > Jc > — i . En prenant enfin 

arc sin X = z , 

on aura 

pt' Li'fa'— 2M 

cos a 3 = I î-— sin^ z H- ^ ^^ ' sin* « — . . . , 

^ 1.2 I .2.3.4 

TT TT 
-> «> 

Cette formule est assez connue , mais sa démonstratiou 
ordinaire est moins simple et ne s'appuie pas sur le théo- 
rème de Maclaurin. 



SUR LA DIVISION DES ARCS DE QUELQUES GOURRES, 
DÉRIVÉES DUNE SECTION CONIQUE^ 

Par m. STREBOR. 



Dans le tome III des Nouvelles Annales^ page 5o6 , 
on trouve la démonstration des théorèmes à l'aide des- 
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quels ou peut détcrmîuer géouiélriquenienl des arcs sur 
une ellipse ou sur une hyperbole, dont la différence est 
rectiflable. Les constructions dont il s'agit s^effectueut au 
moyen de coniques bomofocales avec la donnée. 

M. Chasles a remarqué que les arcs d'une hyperlwle 
équilatère k différence rectiflable répondent à des arcs 
égaux sur la lemniscatc qui dérive de l'hyperbole. Cet 
énoncé s'applique également, en regardant la lemniscate 
comme dérivée de l'hyperbole par la méthode des rayons 
vecteurs réciproques, ou bien couirae lieu des projec- 
tions orthogonales du centre de F hyperbole sur ses tan- 
gentes. 

Considérons, plus généralement, la courbe qu'on ob- 
tient d'une conique centrale quelconque, par la construc- 
tion des rayons vecteurs réciproques issus du centre. Dans 
le cas d'une ellipse, les arcs de celte courbe, qui répon- 
dent aux arcs d'ellipse à différence rectiflable, ont pour 
différence un arc de cercle ; et pour Fhyperbole , les 
arcs de la courbe dérivée qui répondent aux arcs à diiFé- 
rencc rectiflable, ont pour différence une quantité cir- 
culaire ou logarithmique, selon que Taxe imaginaire de 
rhyperbole est plus grand ou plus petit que son axe 
réel. 

On sait que la courbe qu'on vient de considérer est 
aussi le lieu des projections orthogonales du centre d'une 
conique sur ses tangentes. Par conséquent, on peut dé- 
terminer sur une telle courbe, dérivée d'une ellipse, des 
arcs à différence circulaire; car ces arcs répondent évi- 
demment à des arcs à différence rectiflable sur l'ellipse 
ayant pour axes les réciproques des axes de l'ellipse 
donnée ; et pareillement pour Thyperbole. 

Maintenant, supposons qu'on dérive d'une ellipse une 
courbe, en projetant le centre orthogonalement sur les 
tangentes, et de celle nouvelle courbe une autre, en ré- 
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pétant la même construction, cl ainsi de suite. En dé- 
signant l'ellipse comme la première de cette série, on 
peut énoncer les deux théorèmes suivants : 

Les arcs de la troisième, cinquième courbe, et d'une 
courbe quelconque de cette série d* ordre impair, qui ré- 
pondent à des arcs à différence rectifiabie sur la pre- 
mière, c^est'-àr^'re sur r ellipse, ont pour différence une 
quantité composée de deux parties, l'une algébrique et 
l'autre circulaire. 

Les arcs de la quatrième , sixième courbe, et d^unc 
courbe quelconque d'ordre pair, qui répondent à des 
arcs à différence circulaire sur la seconde, ont pour dif- 
férence une quantité composée de deux parties, l'une 
algébrique et l'autre circulaire. 

Considérons la courbe , enveloppe des perpendiculaires 
menées aux extrémités des diamètres d'une ellipse , et 
supposons qu'on dérive de cette courbe une autre courbe 
d'après la môme méthode de génération , et ainsi de suite. 
En regardant l'ellipse comme la première , on peut énon- 
cer les deux théorèmes que voici : 

Les arcs de la troisième, cinquième courbe, et d'une 
courbe quelconque d'ordre impair qui répondent à des 
arcs à différence rectifiabie sur la première, ont pour 
différence une quantité algébrique. 

Les arcs de la deuxième, quatrième courbe, et d'une 
courbe quelconque d'ordre pair qui répondent à des arcs 
à différence circulaire sur la courbe, lieu des projections 
orthogonales du centre de V ellipse (la première) sur ses 
tangentes, ont pour différence une quantité algébrique. 
Supposons qu'on dérive d'une hyperbole une suite de 
courbes se succédant d'après la première des deux lois 
qu'on vient de considérer pour Tellipse; on aura donc' 
deux théorèmes que voici : 

Les arcs de la troisième ^ cinquième courbe, et d'une 
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courbe quelconque d' oindre impair qui répondent à des 
arcs à différence recti fiable sur lliyperbole [la pre- 
mière) , ont pour différence une quantité composée de 
rleux parties j Vune algébrique et Vautre circulaire ou 
logarithmique, selon que Vaxe réel de^Vhyperbole est 
plus petit ou plus graîul que son axe imaginaire. 

Les arcs de la quatrième y sixième courbe, et d'une 
courbe quelconque d'ordre pair, qui répondent à des arcs 
à différence circulaire [ou logarithmique) sur la seconde, 
ont pour différence une quantité composée de deux 
parties, Vune algébrique et Vautre circulaire [ou loga- 
rithnùque). 

On doît observer que, si les arcs des courbes d'ordre 
impair admettent dans leurs dilFérences une quantité cir- 
culaire (ou logarithmique), la quantité analogue qui 
figure dans les courbes d'ordre pair sera logarithmique 
(ou circulaire) , et vice versa. 

Ces théorèmes se simplifient beaucoup pour l'hyper- 
bole éq'uîlatère. Dans ce cas, les arcs d'une courbe quel- 
conque de la série, d'un ordre pair ou impair, qui ré- 
pondent à des arcs à diflerence rectifiable sur l'hyperbole, 
ont eux-mêmes une différence rectifiable. Cette différence 
s*évanouit pour la seconde, c'est-à-dire pour la lemnîs- 
cate •, ce qui s'accorde avec le théorème de M. ChasJes. 

Des théorèmes analogues à ceux que nous avons con- 
statés dans le cas de l'ellipse, existent pour la série de 
courbes dérivées de l'hyperbole, d'après la seconde des 
lois que nous avons considérées. Une partie algébrique 
■ seulement se trouve dans les différences des arcs des 
courbes dont il s'agit. 

Je finirai en mentionnant un théorème de géométrie 
sphérique : 

Les arcs d'une hyperbole équilatère sphérique [de 
première espèce) y qui ont pour différence un arc de 
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grand cercle ^ répondent à des arcs égaux sur la sphéro- 
lemnîscate (de première espèce) quidérwe de V hyperbole. 
[Voir les Nom'elles Annales, t. VII, p. 1 35 -137.) 



SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION Vu 

(voir t. Xr, p. 4S); 

Par m. l'abbé CUSSET, 
Du séminaire de Vais. 



Un nombre pair étant décomposé, autant de fois que 
faire 5e peut, en deux facteurs, l'un impair (Tunité 
comprise) et l'autre pair; la somme des facteurs pairs, 
moins la somme des facteurs impairs correspondants, est 
égale à la somme de tous les diviseurs dé la moitié du 
nombre donné. (Jacobi.) 

Cette question n'est qu'un cas particulier d'un théorème 
plus général qui peut s'énoncer ainsi : 

On donne un nombre quelconque N =/?^K, p étant 
un nombre premier qui ne divise pas K. 

Soient 

L la somme de tous les diviseurs de K; 
M celle de tous les diviseurs de ^°'"~'K. 

Si Ton décompose, autant de fois que faire se peut, JN 
en deux facteurs dont l'un soit premier avec p, l'unité 
comprise , la somme de tous les facteurs non premiers 
avec /7, moins la somme des facteurs premiers avec p, est 
égale à la somme de tous les facteurs de n^ ~ ' K multipliée* 
par p — I , c'est-à-dire à [p — 1) M. 

En effet , à chaque facteur de N = p" K , qui est pre- 
mier avec p ou diviseur de K , correspond un autre di- 
viseur de K, multiplié par p^^ d'où il résulte que la 
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différence de ces deux sommes est (/>* — i)L5 mais 

est la somme des diviseurs de ^*~'K que nous représen- 
tons par M ; donc 

. (y.«-i)L = (^-~i)M. 

Comme application , faisons 

/?= 2, 

et la question proposée sera résolue. 

Note. M. Casimir Rey a résolu do la même manière le théorème de 
Jacobi, généralisé. 



SOLUTION DE LA QUESTION 235 

(voir t. X, p. 189); 

Par m. l'abbé LECOINTE, 
Professeur au séminaire de Vais. 

Résoudre eu nombres rationnels Téquation 

-, _ . „ m p , - 

Solution» Supposons que j: = — • j = - soit une des- 

solutions demandées , on aura 

*^ = j" , ou bien joP" = /«? 
ou bien encore, en posant pn = r, mq = f, 

Les valeurs .r = ~ ? r = - satisferont donc au syslèrac? 
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dos deux équations 

X' = y. 

Cela posé, cherchons à résoudre le système de ces 
deux équations •, on a 

X log X =r X log/, 

rlog^^zHogj-, 



d'où 



Y X r 

r t -^ t 



Par conséquent, pour avoir toutes les solutions deman- 
dées, il n'y a qu'à choisir r et f de telle sorte que ces 
valeurs de x etj^ soient rationnelles , et pour cela , commet 

r t 
= h I , il suffira de satisfaire à l'équation 

t 

e étant un nombre entier quelconque, par des valeurs 
entières de r et f . 

Or cette équation peut se mettre sous la forme 

i -h e r 

donc , pour avoir les solutions rationnelles de Téqualion 

xr z=y', 

il suffira de donner à c une valeur entière quelconque, 
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déposer ensuite 

t=ey 

et de substituer ces valeurs dans les expressions (i) et ( 2 ) 
de X et jr^ ce qui revient à prendre pour formules géné- 
rales donnant les solutions de la question proposée, 

' = (-7-)' ^ = i— ) ' 

expressions dans lesquelles e désigne un nouvel entîci- 
quelconque. 

Observation. Indépendamment des solutions données 
par les formules précédentes, l'équation proposée en 
admet une infinité d^autres^ mais, comme elles sont évi- 
dentes , il est inutile d'en parler. 

Note. Une autre solution très^bonne donnée par M. Gennochi exige une 
trop longue discussion. 



SOLUTION DE LA QUESTION 145 (WALLIS) 

(TOirt. VI, p. M6); 

Par m. h. FAURE, 

Lieutenant d'artillerie. 



La surface dont il s'agit ici peut être considérée comme 
engendrée par une droite mobile assujettie à rester paral- 
lèle à un plan fixe , et à s'appuyer constamment sur une 
ellipse et sur une droite parallèle au plau de cette courbe. 
Prenons pour plan des XY le plan^ directeur, pour plan 
des YZ, celui de l'ellipse directrice, et supposons, de plus, 
que les axes OY, OZ soient menés parallèlement à deux 
diamètres conjugués de l'ellipse. 
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Les équations des directrices seront : pour la droite, 

pour l'ellipse , 

x== G, «» j'-f- b^z^ =:a^b\ 

Les équations de la génératrice seront de la forme 

En exprimant qu'elle s'appuie constamment sur les 
directrices , on trouvera entre a , 6 , y , les deux relations 

/îa-Hyy=:6/w-h7, «'7'-+- b^<x^ = a^b\ 

Éliminant a , 6 , y entre ces deux équations et celles de la 
génératrice , on obtient l'équation 

à^[my — px — nxzY == (.r — /n)' [a^ — z') ô^ 

Elle représente un conoïde qui ne peut être coupé sui- 
vant une conique que par des plans parallèles à celui des 
XZ. Du reste , un tel plan donnera toujours pour section 
une ellipse. 

Sçit ac: = e un de ces plans -, la section sur le plan des YZ, 
où elle se trouve projetée en vraie grandeur, aura pour 
équation 

r ^' , n 

m'^yi — 2 mn tyz -+- «' a'* H — ^ (g — /w ) z^ 
— ipm sjr-h 2 n t^pz -i- /?' e' r= o 

Appelons A* le carré delà surface de cette ellipse, on a 

y étant l'angle formé par les axes des Y et des Z. 
Or, ici on trouve 
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donc 



d'où 
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Li — — — — — ^— ^— — — — • 






nab — sin 7 (s w) 



m 
par suite, le volume sera 



=r 



A de z= - Ttabm sin 7. 



Ce volume est donc la moitié de celui d'un Cylindre qui au- 
rait pour base l'ellipse directrice , et pour hauteur la per- 
pendiculaire abaissée de la droite sur le plan de l'ellipse. 



SOLUTION DE LA QUESTION 165* 

(Tolr t. VI, p. 394); 

Par m. h. FAURE, 

Lieutenant d*artillerie. 

Théorème, f -| -f- (-1 = i étant V équation d'une 

ellipse rapportée à ses axes, ( - j + f - J = i est Vé- 

quation de la polaire réciproque de la dév^eloppée de 
V ellipse y relativement au cercle représenté par 

Démonstration, Désignant par t^ i^, les coordonnées 
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d'un centre de courbure, l'équation de la développée est 

i. i. 1. L X 

(i) aW -\- b't^\=c\ 

L'équation de la polaire du point (t^ u) est 

<>X -i- ^JT = c'; 

d'où 



ç ; 



r 

Substituant dans l'équation (i) , on trouve 

(2) a^x^f^-^à^(c' — txy^y^c' 

équation d^où Ton déduit, en difTérentiant et simplifiant, 

(3) Jy^(c'^txY=:b^tK; 

il ne s'agit que d'éliminer t entre les équations (2) et (3). 
Élevant au cuBe les deux membres de Téqu^ation (3), 
on trouve 

. ' [b^ x^ -\- a^ y^) X 

et 

b^c^x^ 



c' — to = ■ 



[b''x*-{-a^y^) 

Substituant ces valeurs dans Téquation (2), on trouve, 
après avoir chassé le dénominateur, 



\ 3 3 



. {a^y^^b^x^Y =y^x\ 
ou , en élevant au cube , 

a"^ y"^ "{' b"^ x^ z=z y^ x"^ \ 
ce qui revient à 
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EXPÉRIENCE DE M. FOVCAULT. 

(Extrait d'une Lettre adressée à M. Terquem. ) 

Je viens de lire danslaifei^ae de V Instruction publique 
plusieurs articles plus que malveiUaats relatifs au travail 
de M. Foucault sur le pendule. L'auteur de ces articles y 
mêle' des insînuaj,i'ons , regrettables à mon avis , et p^ en 
harmonie aveo le ton habituel de ce journal. Quoique la 
forme même de ces critiquas me disposât peu à y attacher 
de l'importance, j'ai cru devoir yérifier une citation que 
l'on donna comme sans réplique , et qui , en effet , déta- 
chée de ce qui la précède, pourrait constituer pour Poléni 
un droit à To^plication du phénomène-. Mais je vous 
déclare qu'après avoir lu le Mémoire entier, il nie semble 
impossible de* mêler le nom de Poléni à l'histoire de celte 
découverte. Permettez-inoi de vous faire une courte ana- 
lyse* de son travail. ' • 

Poléni commence par rapporter textuellement un pas- 
sage d'Huyghens sur les effets de la forcç centrifuge , eu' 
changeant, pour plus de clarté, la figure, et .remplaçant 
par une perspective le dessio EWi:oi]PE fait par Huyghens. 
Eh bien , chose incroyable , dans cette reproduction de l'a 
figure d'Huyghens, Poléni montre clairement qu'iUne l'a • 
pas comprise , et il représente la force ceptrifuge comme 
tangente au parallèle terrestre ! Nqn^seulement il la repré- 
sente ainsi, mais il place, dans Je texte d'Huyghens, une 
parenthèse, pour apprendre a son* lecteur qu'à Pari^, la 
force centrifuge est tangente au.p2frallèle/ie Paris. Huy- 
ghens'disait : KH représentât fun^m quod recedit a per- 
pendiculari KDC quia rejicitur per motum circudare^n 
seciindum lineafn DIVt. Poléni ajoute : Est autem ea DM 

iinn ^c M/7<Aem/7f., t. XI. (Maii852.) . -* : l3 
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linea tangens circidum DMO, parallelum I^arisiensem. 

C'est sous rinfluencc de cette idée sur Ja direction de 
la force centrifuge que Tarticle de Poléni est écrit. .Ce qui 
suit n'a donc aucun fondement sérieux. L'auteur se de- 
mande si deux pendules de màme longueur oscilleront de 
la même manière dans des plans perpendiculaires. Il con- 
clut que le contraire est croyable, sans entrer d'ailleurs 
dans aucune explication. Quant à la- phrase citéfe par 
M. lé rédacteur de la Résine de V Instruction publique ^ 
elle signifie simplement que l'arc décrit par le pendule 
n^est pas rigoureusement dans un seul et même pfan , 
mais que l'on peut négliger sans inconvénient les petites 
perturbations qpi résultent de là. . ^ 

Evidemment, Poléni ne savait pas qu'en quelques mi- 
nutes la déviation devient assez grande pour être appréciée 
à la vue simple et sans instrument de précision. S'il l'avait 
su, il aurait affirmé, sanâ liésitation, qu'en un lieu déter- 
miné, il est possible de donner une preuve 'swisible de la 
rotation de la terre ; il se serait gardé surtout dé proposcur, 
pour atteindre ce but, une expérience vague et irréalisable^ 
s'il en avait connu une autre concluante et facile comme 
l'est celle de M» Foucault. J'ajouterai que Poléni , eûi-îl 
positivement énoncé le phénomène (ce qui n'est pas exact), 
n'aurait aucun droit à êtse regardé comme le premier qui 
l'ait expliqué. Quand, après avoir lu le Traité d'Huyghens, 
• et sous forme de commentai ce , on affirme que la force cen- 
trifuge produite. par la rotation de la terre est, à Paris, 
tangente au parallèle, de "Paris , on peut avoir, sur l'in- 
fluence de cette force imaginaire , telles idées que l'on vour 
dra :.ces idées sont noiî avenues aux yeux de la postérité.. 

• • • * J. BERTRAND, 

Maftrc de Conférences à TÉcole Normale. 

tfote. Le premier qui ait constaté le mouvement de rotation de la terre 
par la chute des corps libres, c*est Newton. Le premier qui ait eu Tidée 
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de constater ce mouvement par 1» chute des corps non tibMs paf le pen- 
dule, c'est Polcni. Il connaît le changement dans la direction des ofcilla- 
tîons : Tum animqdnfcrteram (eonsiderata hypothesi terrœ motai) in una pen^ 
. duli osciilatipne non descrihi ah efus eentro j^rfetie eunàern^ue ûrtum in 
ManOk^ eodem {Philos. Transit t. \U1> p. Zod). Il aUnsiste pas sur ce fait, 
et propose de Taire osciller le pendule dans un plan méridien , et ensuite 
dans un plan vertical perpendiculaire à ce plan /néridien', et de conclure 
la rotation d^ la terre delà difierence.de durée des osdillations. Dubuat a 
démontré que cette différence n'existO'pgs , mais qu'il existe uhe différence 
entre le moutement dû pendule à midi et à minuit (t. \, p. 160). Cette 
différence ne peut^^lle pas influer sur une'singulière variation d'ascension 
droite entre des étoiles éloignées de douze heures , que M. Le Verrier vient 
ûe , signaler? {Comptes rendus , séapce'du 26 avril i853.)M. Foucault est 
incontestablement le premier qui se soU attaché uniquement au change*- 
ment de direction du plan d'oscillation. Son expérience a été avec raisob 
admir^ de tout 3e monde , parce que , par sa simplicité , elle est à la 
poi^iîée de tout le monde. Certes , les expériences optiques du jeune physi- 
cien , quoiqu'elles aient une plus haute valeur Scientifique , devaient moins 
exciter la curiosité publique; mais le pendule est d'une utilité |30pulâire. 



RECHERCHES 6ÊNfiRlLKS SUR LES SURFACES GSIIRBES; 

Pa» M. GAtSS. 

{ Traduit du latin par M. J.«\, , ancien. élève de l'École Polytechnique.) 



• I • . 

Les Fecherches dans lesquelles on s^occupe des direc- 
lions de diverses. droUes ^làûs reépace sont , la plupart 
du. temps, portées à leur plus haut poiilt d'évidence e^ de 
simplicité, si l'on se sert, comme auxiliaire, d'une surface 
sphérique d'un f'ayoa égal à i , décrite autour d'un centre 
arbitraire, et dont les diiïerpnts points serdni censés re- 
présenter les directions des droites parallèles aux rayons 
termi;iés à cette surface. La situation de tous les points 
dans l'espace étant déterminée par trois coordon&ëes , • 
savoir, par les distances à trdis plans fixes normaux entre 
.eux,-^'^ f^^^i avant tout ,• considérer les directions des 



Digitized 



i'zedby Google 



(•'96) .• 
axes normaux à ces plaii3 : nous désignerons par (i), (2), 
(3) les points de la surface de la sphère qui représentent 
ces directions j leur distance mutuelle seradoi^c un qua- 
drant. Du reste, nous "supposerons les directions désaxe» 
allant vers les régions pour 'lesquelles les coordonnées 
correspondantes reçoivent un accroissement. 

-n. •••'•.. 

Il ne sera pas inutile de Jijnetirê ici sous les yeux quel- 
ques propositions qui sont d un usage fréquent dans les 
questions* de ce genre. \ 

, 1. L'angle de deux droites qui se coupent a pouV me- 
sure Fangle compris entre les points qui , sur la sifrfiaco 
de la sphère, répondetit à leurs directions. • • 

2. La situation d'un plan quelconque peut être repré- 
sentée par le grand cercle de la sphère , dont le plan lui est 
parallèle. . . * • . 

3. Ijfangle entre deux plans est égal à Tangle sphériqur 
con>pris entre les deux grands' cercles qui les représen- 
tent, et, par conséquent, a pour masure l'arc intercepté 
entre les pôles de c*es ^grands cercles. Par suite, l'iti- 
clinaison d'une droite sur un plan a pour mesure l'arc 
mené normalement du "point qui réponcl à la direction de 
la clroite, au grand c.eicle qui repreâeiite Jà situation du 
plan. .' * ' • 

4î, Désignant par Xy j^ z, x\ 'y\ z' leô coordo'nnéès 
dé deux points , par r la distance 'entrt oes j)pints , et par L 
le point qui, sur la. surfate de la sph^e, représente la 
direction de la droite menée du premier point au second , 
on aura . . • . 

.r' = X -f- r ces (1 ) L , 

/='j-Hfcos(2)L,, . ' ^''r 

. z' =i -hrqps(3)L. 
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' * .6.. De là ou déduit facilemcut qu'on a, eu général ^ 

. . • cos-(i)L -f-cos'('2)L -4- cos'(3lL= I, *'.• 

•ut, eu.désignant par L' un autre point cfuelcouque dtî la 
' J'surfa.ce de la splièrc , * 

cos (f )I^.co6 ( i)L'-f- cos(2; L. cos (2)L'-t- cos( 3)l..c'os ( 3) L'= cos LL'. 

6. . Théorème. En désignant par L, L', L", U" quatre 
points sur la surjacp de la sphère/ et ]uir A FaJiglc 
. .que les arcs Ll/, U^IJ" forment à leur point do contours, 
• ofi aura . • . - 

cosLL'^cosLa''— •cosLL'*.cosI/I/==:sinLL'.sinL''L'''.(N)sA. 

Démonstration. Dénotons de plus , par la. lettre A , 1<* 
point même de concours, et posons , • . 

AL ::= ^ K\/=t\ kV'=zt\ al;''= t'"',. . ' .; 

nous avons ainsi : • * 

• • (tos LL" •-;= cos t . cos t"- -f-' siii t . sin t" cos A , 

' . cosI!'L"'=: cosr'cos^'"-!- sin^^sinr^^cosA', 

cosLL"' = cos/ cos/"'-:}- sio/ sin /'"cos A, 

' . * " ros L'L" ~ cos t' cos t" -\- sin /' sin t^' cos A> 

-^ et, par conséquent, * • * . . * . 

cosLL''.cosL't'" — .cosLL'\cosL'L;' " 

(• cos t cos t" sin t' sin /'" 
-}- co^/'cos t'" un t sin t" -r- cos / cos t'I' sin /''sin / 
— cos /' cos^r" sfn / sin /'" . 
= cos A (cos / sin t' — sin t cos /'•) ( cos t " sin /'" — ' sin t" cos /'" ) 
;==:cosA.sin(/'— 0-sin(/"'— /'') ' .• 

.==.cosA-.sinLL'.sin.JL'L''. ' ' •. • ' * 

. D'aillçtirs , comme il part du point A deux branches de. 

• chatjue grand cercle, il se forme en ce point deux angles, 

dont Tun est le complément de l'autre à i8o degrés.: mais 

notre analyse jnohrt-e qu'on doit prendre des branches 

dont les direqiions concordent avec le sens de la marche 
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*: du point L vers U, et du point U vers V" : ceci compris y . ; 
on Toît en même temps que, les grands cercles concourant . 
en deux points, on peut prendre arbitrairement* celui 
des. deux qu'ion voudra. Au lieu de F angle A, on peut/- 
au$si prendre Tare compris entre les pôles des grands • 
cercles dont font partie les arcs LL', U\J"\ maïs ïl*est 
évident qu'on doit prendre les pèles qui sont situés gem- 
MaUement pi»» rsrpport à ces arcs^ c'eat-à-dire que les • 
deux pôles soient situés à droite , quand on marcha de L. . 
vers L', et de U' vcf^ \J"^ ou bien tous les deux à gauche. 
7f Soient X, L', L'^ trois points sur* la surface- de la 
sphère, et po^ns ,• pour abréger, 

cos{i)L =jf, cos(2)L =/, Vos (3) L =Zy 

• cos(i)L'*::=a/, cos(2)L' ==^'',* cos(3)L'=«% 

cos(i).L" = y', ces (2) L" —5^"; cos(3)L" = z", 
.et . 

Que X désigne celui des pôles du grand cercle, dQn.t 
l^arc LLf fait partie, qui est* placé par rapport à cet. arc ' 
de la m'ème manière que le point* (i) est placé par rap- 
port à l'arc (-2), (3). AWs on aura-, d'après le théorèmç . 
précédiem, ^ 

J«'-^/'« = cos(i)X.sin (2) (3).sin LL'y 
• 'ou , à cause de (2) (3) = 90 degrés , * 

• jg' — 'yz =:.cos(i) ^.sinlXV 
et, de. la même manière, 

* zji/ — z'or = cos(2\X,siif LL', 

/ ^ • • . ^ ' ,.■ * 

x/ — jc'^ = co8(3)>.sinLL'. t. 

Multipliant ces< équations respectivement par 'x"^ y\ ' 
^"y et ajoutant, nou$ obtiendrons, au. moyen du second 
théorème rapporté au n*^ 5 , 

A := oo&>L" . siti LL'. 
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Il faut maintenant distinguer trois cas. Premièjanent, 
chaque fois que h" est situé sur le grand cerclé dont fait 
partie Tare LL', on aura^XL"==: 90 degrés,; et. J)ar suite, 
iù = o. Mais quand U est situé hors de ce grand cercle , . 
on aura \e:deuxteme cas, s^il est dans le même hémisphère 
que A.; le troisième, s'il est dans l'hémisphère opposé : 
dans ces derniers cas , les points L, L', L". formeront un 
tri£^Hgle sphérique, et seront placés, dans le deuxième i:a«, 
dans le même'ardre que les points (i) , (-2) , (3) , et,* .dans 
le troisième cas, dans Tordre opposé. En désignant sim- 
plement.par LyL', U^les angles de ce triangle et par p 
la perpendiculaire menée, sur la surface de la sphère, du 
point L" au côté L L'^ on aura •* * . • 

*sin/? =. sin L . sin LL" r= sin L' . sin Vif ^ et X L^ = <)o" ip p, 

le signe supérieur devant être pris dans le deuxième cas, * 
et le signe supérieur dans k\ troisième. De là aussi nous 
tirons • • 

± A =q:. sm L . sin LL' . sin LL'' ;^ sin V . sin LL'*. sin L' L" 

• * '. .■ =ïsinL^.sinLL".sinL'L".' • 

• • , • • • 

Il e^t.d'ailjeurs évident qtie le premier cas peut être 

censé compris dans le deuxième ou le troisième, et l'on voit ' 

.^sans embarras que ± A est égal à six fois le volume de la . 

pyramide, forriiée entre les poinès L.f L', L" et. le tentre '. 

de la sphère. Enfin , on tire, de là avec la plus grande, fâici- ' 

• lilé, 'que la même expression =t^ A exprime générale- ' 

ment le volume d'une pyramide quelconquie comprise 
entre rorigine des coordQunées et l'es points dont -x^t y-^ . 
. z j x\y ^ z' '^ x", j^, z'[ souries coordonnées.' 

: • * III. . ;: • . 

Une surface courbé estditeavoir*unë-courbilret?o/iZ£- 
nue en un point. Â situé sm* elle , si les directions de toutci» 
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les drokes menées du point A » tous les points de la sur- 
face infiniment peu distants de A , ne s'écartent qu infi- 
niment peu d'un seul et-.mêmp plan passant par A : ce . 
plan est dit tangent à la- surface au point A, Si l'on 
ne peut satisfaire à celte condition en quelque point , la 
continuité delà Co'ùrbure est interrompue en c^t endpoit, 
comme il. arrive, par exemple, au sommet du cône. 
Les recherches présentes seront restreintes aux surfaces 
courbes, ou aux portions de surface, .pour lesquelles 
la continuité de courbure n'est nulle part înterfompue. 
Nou« observons seulement ici , que les méthodes qui ser- 
vent à déterminer, la position du plan tangent perdent 
• leur valeur pour les points singulier dans lesquels la «on- 
tinUité de courbure est interrompue, et doivent conduire 
à des indéterminations. 

.IV. • 

' La situation d'un plan tangent est connue comotodé- . 
. ment par la. position de la' droite qui lui est normale au' 
point A 5 cette droite est dite aussi ; normale à cette surface 
courbe. Nous représenterons la direction de cette ilofmale 
parle point L* sur la, surface de la sphère auxiliaire, ei 
nous poseroiis ' . • ' 

4:os(i}L = X^ cos(2)L = Y, cos(3)L=.Zj 

' nOUH désignons par A:, j^^z 'les coordonnées du point A. 

. Soient, de plus , x -h dx^ y H- dy^ Z-\- dz les coordon- 
nées d!un autre .point A' pris sur la Surface courbe; ^sa 
distance infiniment geti te au point A ; enfin X le poiut de 
la sufface sphérique- reprjésentânt la directioa;de Télé- 

inent AA^ On aura ausjsi ... 

• '* •' ê ' ... 

dx -=. as». cosÇi) X , djy :=: ds\ cos ( 2) > ,.*' dz^^ds ." cos (3) X, * 

et,, puisque Ton -doit' avoir A.L=: go dégpés , 

XTos(0.>-f •Ycos{2)>4-Zcos(a)X = o. . 
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De la combinai soir de ces équatiouâ dérîvi3 

On afleux méthodes générales pour mon»trer le caractère- 
d'une surface courbe. La premièr*€ méthode se sert de 
l'équation* entre les coordonnées Xy y^ z , que nous sup- 
poserons *rédui te à la forme W ?= o *, où W sera fonction 
des indéterminées *x^ y^z. Soit la ai (férentielle. complète 

• de la fonçlipiiW, 

on aura \ pour la surface courbe , 

P û^r ^- .Q ^j H- R^^z =r o , 
et , par suite , . 

• P.cos(i).).Hr.<3.co's(2)X4-R.€05(3)X = o. 
Comme celte équa'lioji y de mênie que celle que nous avons 
établie glus haut-, doit avoir lieu pour Tçs directions de tou's 

• î^s éléments ds aur la surface courbe ,-on verra facilement 
que'-X, Y, Z doivent être proportionnels à P,.Q,.R, et,* 

• par suite , comme X^ H- Y* -f- Z* = i ,* on aura , ou . 

ou '. , • . • * » 

La seconde méthode exprime les coordonnées sous 
forme de 'fonctions de deux variables p êl q. iSruppôsons 
cjue, par la différenti^ttion de ces fonctions, il vieiine 

dx z=i a dp '\- a' dq ^ 
dy^lidp.+ b'dq, ' 
dz :=. c dp -^ c' dq,^ 

Par la substitution de ces valeurs dans la 'formulé donnée 
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plus haut, on obtient . . 

Comme celte équation doit avjoir lieu indépendahmient 
des valeurs des dilTérentielles cf/r, dq^on devra avoir, évi- 
demment, • • * 

«X 4- ^Y 4- r2 ~ o, «'X -+-. b'Y + c'Z rb 6 ; 

d'où iious voyons que X , Y, Z doivent être proportionnels 
aux quantités • . • 

bc^ — cb\ 'en' — ac\ ab' — ba' , * 

Ainsi, en posant, pour abréger, • . 



sli^bc'-^cb'y-^{ca'-^ac')l'-\-\ab'—ba'y = A, 

on aura^ ou ... •.• . 

bc'-^cb',' • ' ca' — tir' ■ . ab' — hr/ 

X = , Y = — ^ , Z :^ 5 

A • A • a . 

ou • • ' • ' 

çl/ ^Ic' \ ac' ^ ca' , :^ ' ba' -^ ab' - 
A. : A -A 

•• A ces deux. méthodes générales, vîerit. s'ajouter une 
troisième y dans laquelle une des.- coordonnées > z pai' 
exemple, se présente «sous forme de fonction des deux 
autres X, j. Cette méthode nVst évidemment autre d^ose, 
qu'un cas pafticpli^r de la première métlipde ou de la 
* seconde. Si Ton pose ' . 

(iz = tdj: -4- u dy, • * . 

on arura,' ou ' 

vi4-/'-hv/' ^ii^f2_|-rt» y,-f.;2-f_7«^ 

.ou ♦ . ' ' . • 



y/l 4-f'.4-ft"' ' yi-f.^2^,^2 ' • *^/,_|-^2_|_ ,^7 
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. Les deux 'solutions trouvées dans Farticle précédent se 
rapportent, évidemment, à dés points opposés de la sur- 
f&ee sphérique, on à des directions opposée^; ce qui .est 
dans la nature çoième des «hoses , puisque Ton peut mener 
une normale aXix deux faces [plagcé) d'une surface courbe. 
Si l'on veut distinguer entrç ^Ues ces deux régions , con- 
tîgtiés à sa surface., et appeler l'une extérieure et l'autre 
^intérieure, nous pourrons attribi^er à l'une et à l'autre 
normale sa solution convenable , au moyen du théorème/ 
développé dans le n° 7 du § II , et en mênîe temps nous 
aurons un critérium pour distinguer une régibn de l'autre. 

Dans 'la première méxhoàe ^ ce critérium sera donné 
parle signé de la valeur tle Ijsi quantité W. Généralement 
parlant ,* la surface courbe sépare les parties de l'espace 
pojïr lesquelles W a une valeur positive, des parties 
pour lesquelles la valeur de.W devient négative. Mais .ce 
théorème fait voir facilement que si W acquiert 'une . 
valeur positive ver^ la face extérieure, et que l'on, con- 
çoive unenormale- menée en deljors, onr devra adopter la 
première solution. Du resta, dans chaque cas, on jugera 
facileiùent si la même règle pour le signe de W a lieu 
pour Ta surface entière, ou si elle varie avec les cjifl'éi'entes 
partie^. Tant que les coefficients P, Q, R ont«des valeurs . 
finies', et ne deviennent pas nuls tous les tvois à la fois, . 
la loi delà continuité empêchera toute incertitude. 

Si novs suixons la deuxième méthodp , nous pouvons^ 
.concevoir sur la surface courbe deux, systèmes de lignes 
courj3ês: l'un, pour lequel p est variable et q constâqt; 
l'autre, pour lequel q esjt variable, p constant*, la posi- 
tion mutuelle de ces lignes par rapport à la région exté- 
rieure , doit dérider laquelle des solutions il faut adopter. 
' Toutes Ic^s fois jjuclcs trois lignes suivantes, savoîr^Ia 
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branche do la ligii^î du premier système qui partaul de A 
croh avec p , la branche dji second système partant de A 
et croissant avec {/ ^ et la normale menée 'Vers le c6{6 
extérieur, sont placées d^ une, manière semblable à celle 
des axes des x\ 'y; z à partir de l'origine des abscrssês 
(par exçmple, si j tant pour ce& troislignes que pour les * 
trois autres, on peut -concevoir la première*diHgée vers . 
la gauche, la deuxiètoe vers la droite, et la troisième de 
bas en haut) , la première solution dx)it.être adoptée; 'mais 
chaque fois que la posjtîon mutuelle des trois premières 
'lignes serat opposée à fa position mutuelle des trois axçs 
des'Xf j-, f ,*la seconde solution aura jieu. ^ * •• 

Dajis là' troisième méthode, il faut voir si, quand z 
prend un accroissement positif, x et y ne diangeaiu. 
point, Té- passage se fait versja région extérieure ou inté- 
rieure. Dans- le premier cas Jpour la normale dirigée vers 
l'extérieur, la première solution aura lieu ^ dans le second 
cas, la seconde. 

' ••• ' ■ \'i.- : *. • 

, De même qu'en transportant à la "surface à^ la sphère 
la, direction de Id nornaaJe h la surface. courbe,' à chaque 
j^ofut dél^erminé de cette surface répond un point déter- 
miné de la sphère^ de même aussi une ligne quelconque, 
ou une figure quelconque sur la première surface, sera 
représentée par 'une ligne ou une figure correspondante 
sur la seconde. Dans la çomparaisqn de deux figures- se 
correspondant de cette manière mutuellement, dont Tune 
"aéra Comm& Tiinage de l'autre ,* deux points essentiels-.sont 
surtout fi considérer : l'un , quand on n'a égard qu'à la 
quantité senljeraent^ l'.autre, quand, en faisant abstraction 
des relations quantitatives , on ne s'attache" qu^à la seule . 
ppsitiour 

Le premier de ces points sera la base -de quelques -no^ 
.tidhs, qu'il jiarait utile d'admettre danê la doctrine des' 
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surfaces courbes. Savoir, à chacjae partie de la surface 
courbe ^i fermée dans des limîles. détermmçes , nous as- 
signons une coia'bure totale ou entière , qui est exprimée 
par Taire de la figure qui lui correspond sur la surface 
. sphçrîque. Il faut distinguer avec soin de celte courbure 
totale, la courbure en quelque sorte spécifique, que nous 
appellerons mesure de la courbure : Cette dernière est 
rapportée à un point de la surface, et désignera le quo- 
tient qu'on obtient quand on divise la courbure totale de 
l'élément superficiel adjacent au point par l'aire de cet 
élément, et , par conséquent, indique fe rapport des aires 
infinimeiit*petit^s qui «e correspondent mutuellement sur 
la surface (îourbe et sur la siu'face sphérique. L'utrlité de 
ces innovations seua abondamment justifiée, comme nous 
l'-^spéi'ons, par ce que nous expliquerons par la suite.' 
jQuant à ce qui regarde la terminologie , nous nous gommes 
sUrtout .attaché à écarter toute ambiguïté 5 c'est pourquoi 
nous n'avons pas jugé convenable de suivre strictement 
l'analogie de la terminologie' ordinairement adoptée dans 
la doctrine des lignes courbes planes (quoique non ap- 
prouvée de tous), suivant laquelle par la mefiùre de' la 
courbure on eût dû entendre* simplement la courbure, et 
par courbure entière, Y amplitude. Mais pourquoi se 
montrer difficile sur les mots, pourvu qu'^'il n'y ait pas vide 
d'idées , et que la diction ne donne pas lieu à une inter- 
prétation erronée ? * *• 

La position de la figure sur la surface sphérique peilt 
être semblable ou opposée (inverse) à la position de l'a 
figure, correspondante sur la surfaqc courbe : le premier 
cas a lieu., quand deux lignes sur .la surface courbe , par- 
tant, du même point daii»de« directions diflKrerites , mais 
•noii opposées, sont feprésemées sur la surface de la sphèrt^ 
par des lignes semblablenjent placées, savoir, quand ri- 
mage de 1a ligne placée 'à droite est* elle-même à droite; 
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<Iaus le second ca^, le egii traire a lieu. Nous distinguerons 
ees deux cas par le signe positif ou négatif de la mesure 
de la courbure 5 mais évidemment cette 'distinction ne 
peut avoir lieu qu'autant que sur chaque surface nous 
prenons une fégion. déterminée , dans laquelle on doit. 
. concevoir la figure. Dans la sphère auxiliaire, nous em- 
• ploierons toujours la face extérieure, opposée au éenire^ 
• dans la surface courbe, on peut aussi adopter la face 
extérieure , ou celle qui est considérée comme exiérieure , 
ou plutôt la région à laquelle on conçoit élevée .une nor- 
male : car évidepzment, par rapport à la similitude des 
figures, rîen n est 'changé, si sur. la surface'courbé on 
transporte à la région opposée tant la figure que sa nor- 
male, pourvu que son image soit toujqurs peinte dans la 
même région de 1 a surface spli éri que . ' 

Ld signe, positif ou négatif, que nous avons assigné à la 
mesure dô la courbure pour la position d'une figure infi- 
niment petite, nous Té tendon s aussi à la courbure totale 
d'une figure finie sur la surfarce courbe. Si cependant nous 
voulons embrasser cette matière dans toute sa généralité, 
il est besoin de quelques éclaircissements, que nous ne 
ferons que loucher ici en plissant* Quand la figure sur 
la surface courbe est de telle nature qu'à chacun des points 
dans son intérieur répond sur la surface de la sphère un 
point différent, la définition n'a pas besoin d'explication 
ultérieure. Mais chaque fois que cette condition n'a pas 
Heu , il sera néi^essaire de faire entrer en compte deux ou 
' plusieurs fois certaines parties de la figure sur la surface 
sphérique , d'où , pour une position semblable ou op- 
posée , pourra naître une acCutnulation ou une destruc- 
. lion. Le plus simple, en paiieil^oas, est de CQiicevoir la 
figure sur la surface courbe divisée en parties telles , que * 
. <:hacune^ considérée isolément 2 satisfasse à la condition 
précédente, d'attribuer à chacune déciles sa courbure 
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totale,- en eu déterminant la quantité par Taire de la 
figure correspondante sur sa surface sphérîque, et le signe 
par la position , et enfin d'assigner h la figure entière la 
cou rWVe totale provenant de l'addition des courbures 
totales qui répondent aux différentes parties. Ainsi géné- 
ralement la courbure totale d'une iîgure est égale à Jkda^ 
en "dénoljant par da V^çlément de l'airç de la figure , et 
par Â la mesure de la ceurbure en un point quel conqiie. 
Quant à ce qui appartient à la représentation géoiîié- 
trique de cette, intégrale , ce jqu'il y a de principal sur ce 
sujet revient à ce qui suit-. Au contoUr de la figure sur la 
surface. courbe (sous la restriction du § III) correspondra 
toujours sur la surface sphérique une ligne revenant sur 
elle-même., Si elle ne se coupe point elle-même en aucun 
endroit, elle partagera toute la surface sphérîque en deux 
parties, dont l'une répondra à la figure sur la surface 
courbe, et dont l'aire (prise positivement ou négative- 
ment suivant que par rapport à son contour elle est 
placée d'une manière semblable à celle de la figure sur la 
surface courbe par rapport au sien, ou d'une manière 
inverse), donnera la courbure totale *de cette dernière. 
•Mais chaque fois que cette ligne se coupe elle-même une 
ou plusicîhrs fois, elle présentera une figure compliquée, 
à laquelle cependant on peut attribuer une aire détermi- 
née av^jîQ autant de raison qu'aux figures sans nœuds; et 
cette* aire, comprise comme elle doit l'êft^e, donnera tou- 
jours une valeur exacte de la courbure totale. Nous nous 
réservons cependant de donner à une autre occasion une 
exposition plus étendue sur le sujet des figures conçues 
de la manière la plus générale. 

: vu. 

Cherchons niaîntenant une fofinutê pour exprimer la 
mesure de la courbure pour un point quelconque de la 
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surface courbe. Eu dénotant par d(s l'aire d'un élément de 
cette surface , lidff sera l'aire de la projection de cet élé- 
ment sur le plan des coordonnées JC , y ; et , par suite , si 
d'L est Taire de l'élément correspondant. sur la Surface 
sphérique, ZJ2 sera l'aire de la projection surle même 
plan : le signe positif ou négatif de Z indiquera que la 
situation de la projection est semjplablé ou opposée à la 
sitjtiation de l'élément projeté. C^s projections ont donc 
évidemment entre elles le même rapport quant à la quân- 
'tité, et aussi le même rapport quant à leur, situation, que 
les éléments eux-mêmes. Considérons maintenant un élé- 
ment triangulaire sur la surface courbe , et supposons que 
les coordonnées des trois points, qui forment sa projection, 

sont 

• 

Le double de l'aire de ce triangle sera exprimé par la 
formule 

• dx.Sy — df.Sx, 

et sous une forme positive ou négative , ^uîvaiit que la 
position du côté qui joint le premier point, au troisième 
par rapport au côté qui joint le premier point au second 
est semblable, ou opposée à la position de l'axe fle^ coor-' 

. données/, par rapport à l'axe des coordonnées x. . • 
Par conséquent*, si lies coordonnées de. trois points, qui 
forment la projection de l'élément correspondant sur la 

. surface spTiérique , prises à partir du centre de la sphère ^ 
sont • . . 

X, Y, . : 

X.-4-//^X, Y + JY, . . . '. 

X-h^X, Y-:i (ÎY, .'■'•- 
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le douWe de l'aire de cette projection sera exprimé par 

et le signe de cette expression se détermine de la même 
manière que ci -dessus. Donc la mesure de la courbure 
en ce lieu de la surface sera 

dx.dy — dy.^x 

Si nous supposons que la nature de la surfaee est 
donnée suivant le troisième mode considéré dans Far- 
ticle IV, on aura X et Y sous forme de fonctions des 
quantités x eX. y\ d'où 

-=(S)--(f)*. 
«=(S)'-(f)'- 

Par la substitution de ces valeurs, l'expression précé- 
dente se change en celle-ci : 



Posant, comme plus haut. 


1 


dz 


dz 


et, de plus, 




d^z ^ d'z 


d^z 
__ TT \r 


dx' "" ' dxdx ■ 


-U' dy'-'"' 



OU 

dt= Tdjc -hVdy, du = 15 dx ^- Vrf/, 

A«n. de Mathémat, XI. (Juin i852,} '4 
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Dous aurons , d'après des formules données plus haut , 
X = — ^Z, Y = — aZ, (i-f.f2-^/t')Z^=z=i, 

et, de là, 

tiyi^ — Zdt—tdZ, 
dX^ — Zdu—udZ, 

(i -+-/' -htt'jrfZ 4- Z{edi -\- udu) = o, 



ou 



^Z = —Z^ltdt-h udu)y 

rfX = — Z*(H- tf»)f/^ -f- ZV«f/« , 



et aussi 



g=:Z-^[-(H-«^)T + //.U], 

^=:Z3[mU->-(i + r»)V]. 

En substituant ces valeurs dans l'expression précédente , 
il vient 

A- = Z«(TV~U')(i4-^'4-«') = Z^(TV--U')=:^-^^^^ 

VlII. 

Par un choix convenable de l'origine et des axes des 
coordonnées , on peut faire facilement que , pour un point 
déterminé A, les valeurs des quantités «, m, U s'éva- 
nouissent. D'abord les deux premières conditions sont 
remplies, si l'on prend le plan tangent en ce point pour 
plan des coordonnées x-^j- Si , de plus, on place l'ori- 
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gine en cepoiiu, l'expression des coordonnées z acquiert 
évidemment cette forme , 

où II sera d'un ordre plus élevé que le second. Faisant 
ensuite tourner dans leur plan les axes des x , y d'un 
angle M, tel qu'on ait 

2U« 

tang2Mr=^j;j— ^^, 
on voit facilement que l'équation prendra cette forme, 

z= - Tx^ + - V r' -f- n ; 

2 2 

et Ton satisfait ainsi à la troisième condition. Cela fait, 
on voit que : 

1. Si la surface courbe est coupée par un plan nor- 
mal , et passant par Taxe des coordonnées x, le rayon de 

courbure de la section au point A sera égal à -> le signe 

positif ou négatif indiquant que la courbe tourne sa con- 
cavité ou sa convexité vers la région où les coordonnées 
z sont positives. 

2. De la même manière, — sera au point A le rayon de 

courbure d'une courbe plane, section de la surface 
courbe par le plan passant par le plan des j^ z. 

3. En posant x = /cosy, j = rsin^p, on a 

z= -(T€OS> H- Vsin'(p )/•'-♦- il; 

d'où l'on conclut que, si la section est faite par un plan 
normal en A h la surface, et faisant avec l'axe des x 

i4. 



Digitized by 



Google 



( 2J2 ) 

Tangle (p, le rayon dejcourbure au point A sera égal h 

I 
Tcos^y -+- Vsin'y' 

4. Chaque fois donc qu'on aui a T == V, les rayons de 
courbure seront égaux dans tous les plans normaux. Mais, 
si T et V sont inégaux , il est évident, puisque , pour une 
valeur quelconque de Fangle (p , T cos* 9 + V sin' (f tombe 
entre T et V, que les rayons de courbure dans les sections 
principales, considérées dans les n*** 1 et 2, se rapportent 
aux courbures extrêmes , savoir ; l'un à la courbure maxi- 
mum, l'autre à la courbure minimum, si T et V sont 
affectés du même signe; et, au contraire, l'un à la plus 
grande convexité, Fautre à la plus grande concavité, si T 
et V ont des signes contraires. Ces conclusions con- 
tiennent presque tout ce que Tillustre Euler nous a en- 
seigné le premier sur la courbure des surfaces. 

5. La mesure de la courbure de la surface, en un 
point A prend l'expression très-simple /r=rTV, d'où 
nous avons : 

Théorème. La mesure de la courbure en un point 
quelconque d^une surface est égale à une fraction , dont 
le numérateur est l ^ unité, et dont le dénominateur est le 
produit des deux rayons de courbures extrêmes dans les 
sections faites par les plans noimaux. 

On voit en même temps que la mesure de la courbure 
est positive pour les surfaces concavo-concaves ou cbn- 
vexo-con vexes (ce qui ne fait pas une différence essen- 
tielle) , et négative pour les concavo-con vexes. Si la sur- 
face est composée de parties de chaque espèce , sur leurs 
confins la mesure de la courbure devra s'annuler. On s'é- 
tendra plus longuement dans la suite sur la nature des 
surfaces courbes pour lesquelles la mesuré de la courbure 
est partout nulle. 
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IX. 

La formule générale pour 1.1 inesure de la courbure don- 
née à la fin de Tart. VII est de toutes la plus simple, puis- 
qu'elle implique seulement cinq éléments; nous serons 
conduits à une formule plus compliquée, renfermant neuf 
éléments, si nous voulons employer la première manière 
d'exprimer la nature d'une surface (*). En conservant les 
notations de l'art. IV, nous poserons, de plus, 

d'Vf _ d'\y ^, d'W 

= R , 





dy' ""^' r/z' 


^/^w_ 


dxdz ^ ' dxdy 


.(rr/3~' ' 


de sorte qu'on ait 




d9 = 


P'dx^-K'dy ^q"dz. 


dq = 


zK^lx^q'dy -4-P''rfz, 


dK = 


'.q"dx-hV"df H-R'</3. 



p 

Gomme on a déjà t = — - ? nous trouvons , par la diflé- 
rentiation, 

H-(PR'-RQ")^/^, 

ou, en éliminant riz à l'aide de l'équation 
Pdx-hQflf-h^fiz — o, 
R3^^ =: (— R'P' 4- 2PRQ" — V'K')dx 

-h (PRP" -h QRQ" — PQR' — R'R') dy 

On obtient , en outre , de la même manière , 

R^ du = ( PRP" + QRQ" ~- PQR' - R' R' ) rfx 
^( — R^Q'-^ 2QRP' -Q'R')^/r. 



(*) Voir page !!0i. 
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Nous tirons de là , 

R3T = — R'F -h 2PRQ'' — P^R , 
R»U = PRP' -4- QRQ ' + PQR' — R' R' , 
Rs V = — R» Q' -+- 2 QRP' — Q» R'. 

En substituant ces valeurs dans la formule de Tari, VII ^ 
nous obtenons , poiir la mesure de la courbure /r, l'expres- 
sion symétrique suivante, 

(p» ^ Q» -|_R2)2^ = p2((y R' — p":^) _j- Q^(p'R'_Q'^2) 

-+-R^(P'Q'— R"»)-4-2QR(Q''R''^P'P") 

-h 2PR (P"R" — Q'Q") + 2PQ(P''Q'' — R'R"). 

X. 

On obtiendra une formule encore plus compliquéey 
(composée de quinze éléments ^^ en suivant la seconde mé- 
thode générale (*) pour exprimer la nature des surfaces 
courbes. Il est cependant très-important de l'élaborer 
aussi. En conservant les signes de Fart. IV, posons, en* 
outre , 



d'x _ d'x _ , 
dp' ~'^' dpdg ~'*^' 




dy _ d^y _ 

dp' P' dpdq P' 


dq^ = P ' 


d-'z d'z 


^'^ - y' 


dp' ^' dpdf/ '^' 


dff ~~ ^ ' 


Faisons encore, pour abréger. 




^r'~.cy=r A, 




6Yï' — ac' = B , 




ab' — ha'=C. 




On a d'abord 




Adx-hBdy-{^ Cdz 


=ro, 


ou 




dz = — -. dx — ~ 
C C 


dy. 



(*) Cette seconde méthode est un système de coordonnées , longitudes 
et latitudes, généralisé. Tm 
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mais aussi , quand z est considérée comme fonction de x^ y, 
on a 



dz 


= 


A 


dz 


= 


B 
C* 



Nous lirons de dx == adp -4- (Jdq. dy = hdp -h V dq^ 

Cdp=ib'dx^a'dy, 
Cdq = — bdx 4- adf. 

Les différentielles complètes de t et de u sont donc 

Si maintenant , dans ces formules , nous substituons 
d\ 

-— = a y -{-COL — a Y — ca, 
dp 

dH 

^ = a'i + ca*' - «7" - c'a', 
^7 

î^=: ^'«-+.«6'— ^a' — «'6, 

^ = ^'a' H- « 6'' — è a'' — fl'6', 

et si nous considérons que les valeurs des différentielle» 
dt^ du^ ainsi obtenues, doivent être respectivement 
égales, indépendamment des différentielles dx^ dj^ aux 
quantités Tdx + \}dy^ X^dx-h^ dy^ nous trouverons, 
après quelques transformations qui se présentent assez 
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C^U = — aAa'6' — pBrt'^' — yCa'^' 

4- a'À(tf6' -h ba') -h p'B{ab' -f- en') -h y*C{ab' -h èfl') 

— a"Aû* — p"Bû6 — 7"C«^ , 
OV =aA«'>-f-pBrt"-h7C«'' 

— 2a'A«a' — ap'Bflfl'— 27'C^7tf' 
-i-a"Aa»+p"B«'-t-7"C«'. 

Si donc , pour abréger, nous posons 

(i) Aa H-Bp -^C7 =D, 

(2) Aa' + Bp'-+-C7'=D', 

(3) Aa"-hBp"-i-C7" = D", 

on a 

OT = Db''-^ Q^-Ù'bb' -h V^"b\ 

OV = — T^a'b' -4. D' [ab' -^ba')^ T>"ab^ 

CW = D a'^ — 2 D W H- D"fl^ 

De là , en faisant le développement , 

C«{TV — U') = (DD" — D"^) {ab' — ^»a')' = (DD" — D'') C% 

et, par conséquent, la formule, pour la mesure de la 
courbure , 



(A' + B'-hC)' 
XI. 



A l'aide de la formule que nous venons de trouver, nous 
en établirons une autre, qui doit être rangée parmi les 
théorèmes les plus féconds dans la doctrine des surfaces 
courbes. Introduisons les notations suivantes : 

aa' -^ bb' -hcc' = F, 
fl'ï ^ b'-i ^ fJ^ ~ G, 
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(4) £7a -h ôp + C7 = w, 

(5) aa! -\-b^' -4-cv' = w', 

(6) aoL"^b^"'^cy"z=im\ 
' (7) a'a +^»'p -h c'y =/i, 

(8) aV -h è'p' -h cy = «', 

(9) ûV-h^'p"-hcy=/i'% 

A' H- B» -^ C = EG — F' = A. 

Éliminons des équations (1) , (4), (7) les quantités 
j3, y, ce que nous ferons en les multipliant par bc^ — cb\ 
b'C — c'B, ùW — 6C; et les ajoutant, il viendra 

[A (6c' — cb') '^a[b'C — c'B) -4- «'(cB — bC)]oi 
= D(6c/— c6')-h /ii(6'C— c'B)H- /i(cB — ^»C), 

équation que nous transformons facilement en celle-ci , 
AD = aA -t-fl («F — /wG)4-ei'(wF — «E). 

De la même manière, l'élimination des quantités a, 7 ou 
a , jS des mêmes équations , donne 

BD = pA-h 6(/îF — wG)-h6'(wF — «E), 
CD = 7A-h c(/iF — wG) -♦-c'(/wF — «E). 

En multipliant ces trois équations par a", ifil' ^ y", et les 
ajoutant, on obtient 

DD"==(aa" + pp"-f.77'0^ 



^'®^ ) +,w"(//F — wG)-h/ï"(wF-«E) 

Si nous traitons de la même manière les équations (2), 

(5), (8), il vient 

AD' = a'A -F rt [n' F — m G) -f- «' (w'F — w' E) , 
BD' = p'A + 6 (// F — w'G) -h //(///' F - «' E) , 
CD' = 7'A -4- c{n' F — m'G) -^ c' [m' F — «' E) ; 

ces équations étant multipliées par a', /5', y', leur addition 
donne 

D'» = (a'^ -h p'^ H- 7") A + m' («' F — ;/i'G) 4- n' [m' F — «' E). 
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La combinaison de celte équation avec T équation (lo) 
donne 

DD" — D" = (aa" -+- pp" H- 77" — a" — p" — 7'') A 
-f- E (/i'^ — /i/i" ) -f F (^/«" — 2 /w'/i' + w/i" ) -+- G (w'? — /ww'' ) . 

11 est évident qu'on a 



dE 
dp 


= 2/W 


dG 
dp 


= 2W 
= 2/1' 


dG 




«, 


dq 


+ «', 


OU 


nt = 


1 rfE 

" 2 r//> ' 


w': 


_ i ^E 
~" 2 f/7 


, w"=: 


dF 
'-dq 


i dG 
2 dp ' 






/î = 


rfF I 
dp 2 


rfE 


// = 


1 dG 

2 r//? ' 


n" - 


1 é/G 

2 //^ 


. 


D'ailleurs on peut facilement 


s'assurer qu 


'on a 




«a" 


+ pr 


+77"- 


a"- 


r-7' 


^_dn^ 

-dq 


dn' 
dp 


dm" 

- dp 


dm' 
dq 








I 


^/^ E 


d'F 


I 


d'G 








— 


2 


r/y' "^ 


dp,dq 


2 ' 


dp' 





Si nous substituons ces diverses expressions dans la 
formule que nous avons trouvée à la fin de l'article pré- 
cédent pour la niesure de la courbure, nous parvenons à 
la formule suivante, qui ne contient que les seules quan- 
tités E, F, G, et leurs quotients différentiels du premier 
et du second ordre , 

„(dE dG dE r/G__ dE dF dF dF élF dG\ 
\dp dq dq dp dq dq ^ dp dq dp dp / 

r^ dG_ dE dF /^yi 

■^ Idp 'dp ^dp 'dq \dq I J 

/T^o ^,n/^'E d'F d'G 
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xn. 

Comme on a 

dx^ H- dx^ -f- dz" = Edp' -+-• 2 Fdp.df/ 4- Gdg' , 



on voit que ^Edp^ -f- i¥dp,Hq -hGdq* est Texpression 
générale de Télémenl linéaire sur une surface courbe. L'a- 
nalyse développée dans rarlicle précédent nous apprend 
ainsi que, pour trouver la mesure de la courbure, on n'a 
pas besoin des formules finies, qui donnent les coordon- 
nées a:, ^, z comme des fonctions des indéterminées p^ y, 
mais qu'il suffit de l'expression générale de la grandeur 
d'un élément linéaire quelconque. Procédons à quelques 
applications de cet important théorème. 

Supposons que notre surface courbe puisse être dévelop- 
pée sur une autre surface , courbe ou plane, de façon qu'à 
chaque point de la première surface, déterminé par les 
coordonnées a: , j^, z, réponde un point déterminé de la 
seconde surface, dont les coordonnées soient x',j^', z\ Evi- 
demment y, j', z^ pourront aussi être considérées comme 
des fonctions des indéterminées /?, </, d'où viendra, pour 
l'élément >Jdx'^ -hd^^-h dz'^^ l'expression 



y/E'dp^-^urdp.dq-hCr'dg^ 

E', F', G' désignant aussi des fonctions de p, (/, Mais on 
voit, par la notion même du déi^eloppement d'une surface 
sur une surface , que les éléments correspondants sur les 
deux surfaces sont nécessairement égaux, et qu'ainsi on 
a identiquement 

E = E' , F = r , G = C/ ; 

donc la formule de Farlicle précédent conduit sponta- 
nément à ce beau théorème : 

Théouemf. Si une su f face courbe est dci'eloppée sur 
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u/ie autre surface quelconque , la mesure de la courbure 
en chaque point reste inv^ariable . 

Évidemment aussi , une partie quelconque finie d'une 
surface courbe^ après son dév^eloppement sur une autre 
surface courbe, conservera la même courbure totale. 

Le cas spécial, auquel les géomètres ont restreint jus- 
qu'ici leurs recherches , consiste dans les surfaces dévelop- 
pables sur un plan. Notre théorie apprend spontanément 
que la mesure de la courbure de telles surfaces en un point 
quelconque est zéro, par conséquent, si leur nature est 
exprimée suivant la troisième méthode, on aura partout 

(pz d'z / fpz y_ 

dx"^ dp ~" \dx dy) ~" 

Ce critérium, quoique bien connu, n est pas démontré la 
plupart du temps, à notre avis du moins, avec la rigueur 
qu'on pourrait désirer. 

xm. 

Ce que nous avons exposé dans T article piécédent 
se rattache à une manière particulière de considérer les 
surfaces, digne au plus haut point d'être cultivée avec soin 
par les géomètres. Quand Ton considère une surface non 
comme la limite d'un solide, mais comme un solide 
flexible quoique inextensible, dont une des dimensions est 
regardée comme évanouissante, les propriétés de la surface 
dépendent, en partie de la forme à laquelle on la conçoit 
réduite, en partie sont absolues, et restent invariables, 
suivant quelque forme qu'on la fléchisse. C'est à ces der- 
nières propriétés, dont la recherche ouvre à la géométrie 
un champ nouveau et fertile, que doivent être rapportées la 
mesure de la courbure et la courbure totale, dans le sens 
que nous avons donné à ces expressions^ à elles aussi ap- 
partiennent la doctrine des lignes les plus courtes , et la 
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plus grande partie de c<î que nous nous réservons dt» 
traiter plus tard. 

Dans ce genre de considérations, une surface plane et 
une surface développable sur un plan , par exemple une 
surface cylindrique , conique , etc., sont regardées comme 
essentiellement identiques, et la manière naturelle d'ex- 
primer généralement le caractère de la surface ainsi 
considérée est toujours fondée sur la formule 



V E///?' -h 2 Fr//7.r/7 -f- Gc/7% 



qui lie Tclément linéaire aux deux indéterminées p^ q. 
Mais, avant de poursuivre ultérieurement ce sujet, il faut 
s'occuper d'abord des principes de la théorie des lignes 
de plus compte distance sur une surface courbe. 

XIV. 

La nature d'une ligne courbe dans l'espace est donnée 
généralement de telle sorte, que les coordonnées x^ y^ z 
répondant à ses divers points , se présentent sous la forme 
de fonctions d'une variable que nous dénoierons par iv. 
La longueur d'une telle ligne, depuis un point initial 
arbilrairejusqu'au point dont les coordonnées sont x, 7, 2, 
est exprimée par l'intégrale 



Si l'on suppose que la position de la ligne courbe 
éprouve une Variation infiniment petite , de façon que leî> 
coordonnées des divers points reçoivent les variations cîx, 
ây^ ôz^ on trouve la variation de toute la longueur 



-r 



si dx'' -Jf dy-" ^ dz-" 



Digitized by 



Google 



( 222 ) 

expression que nous changeons en cette forme , 

cfœ .Bx -\-dy . rjy -f- dz . Sz 
si dx^ -^ dy' -\- chJ 



-/! 



-\-èz.d 



slilx^ -j- rfj' 4- dz' si dx" + dy"" + r/z' 

^8 



sjdx'-ir dy^-^-dz^ 



Dans le cas où la ligne est la plus courte entre ses 
points extrêmes , on sait que tout ce qui se trouve sous le 
signe intégral doit s'évanouir. Quand la ligne doit être 
sur une surface donnée par l'équation 

Pdx-hQdy-^-f^dz^zo, 

les variations dx ^ âjr^ àz doivent satisfaire aussi à Fé- 
quation 

P^jr-f-Q(îj-f- R^z = o; 

d'où, par des principes connus , on voit facilement que les 
différentielles 

« - , — ■» d. — < d,- 



sld£''-\-dy^-irdz' sldx^-^dy^-^dz" sl^lx^-^dy^-^dz' 

doivent être respectivement proportionnelles aux quan- 
tités Py Q, R. Soient maintenant dr l'élément d'une ligne 
courbe, X un point sur la surface de la sphère réprésen- 
tant la direction de cet élément , L un point sur la surface 
de la sphère représentant la direction de la normale à la 
surface courbe^ soient enfin f , y}, ^ les coordonnées du 
point X, et X, Y, Z les coordonnées du point L par rap- 
port au centre de la sphère. On aura ainsi 

dx=ildr^ dyzzzn dr^ dz = ^dr'y 
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d'où il résulte que les diiïérenlielles ci-dessus devien- 
nent fl?$, dm^ d^. Et comme les quantités P, Q, R sont 
proportionnelles à X, Y, Z, le caractère de la ligne déplus 
courte distance consiste dans les équations 

X ~ Y "" Z* 



Du reste, on voit facilement que y/rf^* -h Jyj* -f- J^' 
est égal , sur la surface sphérique , au petit arc qui mesure 
Tangle compris entre les directions des tangentes , au com- 
mencement et à la fin de l'élément Jr, et que , par suite , 

il est égal à —, si p dénote le rayon de courbure en ce 

li«u de la courbe la plus courte. On aura ainsi 

pd^=i^dr, pdYi = Y(lr, pr/Ç=rZ^r. 

XV. 

Supposons que sur la surface courbe , il parte d'un point 
donné A une multitude de courbes de plus courte dis- 
tance , que nous distinguerons entre elles par l'angle que 
forme le premier élément de chacune d'elles avec le pre- 
mier élément de l'une de ces lignes prise pour la pre- 
mière 5 soient ç cet angle, ou plus généralement une fonc- 
tion de cet angle , et r la longueur de la ligne la plus courte 
du point A jusqu'au point dont les coordonnées sont x^y^ z . 
Comme, à des valeurs déterminées des variables /', y, 
répondent des points déterminés de la surface , les coor- 
données x^j^z peuvent être considérées comme des fonc- 
tions de /', (p. Nous conserverons d'ailleurs Ja même 
signification que dans l'arlicle précédent aux notations 
X , L, ^, yj, 4^, X, Y, Z, de façon à les rapporter générale- 
ment à un point quelconque d'une quelconque des lignes 
de plus courte distance. 

Toutes les lignes de plus courte distance , qui sont d'une 



Digitized by 



Google 



( aa4 ) 
égale longueur r, se tenninerout à une autre ligne , dont 
nous désignerons par i^ la longueur comptée d'une origine 
arbitraire. On pourra ainsi considérer l' comme une fonc- 
tion des indéterminées r, (f •, et si nous désignons par )/ un 
point sur la surface de la sphère correspondant à la direc- 
tion de rélément d^^ et par Ç', y?', Ç' les coordonnées de 
ce point par rapport au centre de la sphère, nous aurons 

dx dv dy ^ dv dz , dv 

d*^ r/q> dff d^ d(f d(f 



De là et de 



il suit 



dx dy dz 

Sr-^' 5;^=="' .7/=^* 



dx dx dr dr dz dz ,^^, , ^^,.dv ^^, dv 

dr dff dr dtf dr d<f drf céf 

Désignons le premier membre de cette équation , qui 
sera aussi fonction de r, ^ , par S; sa diÛférentiation sui- 
vant r donne 

dS^^^d^x dx dy dy d^z dz 
dr df^ rf<p dr* df^ dr^ d^ 

2 dff 

= £1 . ^ 4- ^ . ^ . ^ . ^ . 1 £(£+_5l+i^ 

dr dff dr do dr df a dtf 

Mais f «-}->,« 4-Ç« = i; par suite, sa différentielle est 
égale à zéro, et, par l'article précédent, nous avons, 
si p désigne toujours le rayon de courbure dans la ligne r, 

^_X ^_ Y ^_ Z 
dr p dr "^ p^ dr p* 
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Nous obtenons ainsi 

1? = 1 . ( X r H- Y >, ' + Z Ç' ) . Jl = i . CD s L V ~ = o , 
dr p ^ ' rfy p d<if 

puisque X' est situé sur le grand cercle dont le pôle 
est L. De là nous concluons que S est indépendant 
de r, et, par conséquent, fonction seulement de y^ mais 
pour r = o , il est évident qu'on a i^ = o , par consé- 
quent aussi — - = o, et S = o indépendamment de 9. 

Ainsi, nécessairement, on devra avoir généralement 
S = o, et aussi cosXX' == o , c'est-à-dire XX' = 90^. De là 
nous tirons : 

Théorème! — Si Von mène sur une surface courbe 
d'un même point initial une multitude de lignes de plus 
courte distance de même longueur^ la ligne qui joindra 
leurs extrémités sera normale à chacune d'elles. 

Nous avons tenu à déduire ce théorème de la propriété 
fondamentale des lignes de plus courte distance. Du reste, 
on peut se convaincre de sa vérité, sans aucun calcul , par 
le raisonnement suivant: Soient AB, AB' deux lignes de 
plus courte distance de même longueur, comprenant en A 
un angle infiniment petit; et supposons que l'un des 
angles de l'élément BB' avec les lignes BA, BA' diffère 
d'une quantité finie de l'angle droit, d'où, par la loi de 
la continuité, Fun sera plus grand, l'autre moindre que 
l'angle droit. Supposons que Pangle en B = 90^ — w , et 
prenons sur la ligne AB un point C, tel qu'on ait 
BC=:BB'. rosée w. 

Comme on peut considérer le triangle infiniment petit 
BB'C comme plan, on aura 

CB' = BC.cosw, 
et, par suite, 

AC4-CB'=: ACH-BC.cos<^ = AB — BC.(i — cosw) 
= AB' — BC . (i — cos w) , 

Ann.deMathémat., t. XI. (Juin i852.) iS 
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c'est-à-dire le passage du point A à B' par le point C plus 
court que la ligne de plus courte distance ^ ce qui est ab- 
surde. 

XVI. 

Au théorème de l'article précédent, nous associons un 
autre théorème , que nous énonçons ainsi : Si, sur une 
surface courbe, on conçoit une ligne quelconque, de cha- 
cun des points de laquelle parlent , sous des angles droits 
et vers la même région , une quantité innombrable de 
lignes de plus courte distance de même longueur, la courbe 
qui joindra leurs autres extrémités, les coupera tontes 
sous des angles droits. Pour le démontrer^ on n'a rien à 
changer à l'analyse précédente, si ce n'est que ç doit dé- 
signer la longueur de la courbe donnée comptée d'un point 
arbitraire, ou, si l'on aime mieux, une fonction de cette 
longueur. Ainsi, tous les raisonnements auront égale- 
ment lieu , avec cette modification , que la vérité de l'é- 
quation S = o pour r= o est maintenant comprise dans 
l'hypothèse même. Du reste, cet autre théorème est plus 
général que le précédent, qu'il peut aussi être censé 
comprendre, si pour ligne donnée nous adoptons un 
cercle infiniment petit décrit autour de A comme centre. 
Enfin, nous avertissons qu'ici encore des considérations 
géométriques peuvent tenir lieu de l'analyse. Comme 
elles se présentent assez naturellement , nous ne nous y 
arrêterons pas. 

xvn. 



Revenons à la formule ^Edp^ -h 2 ¥dp . dq -h Gdq^^ 
qui exprime généralement la grandeur de l'élément li- 
néairo sur une surface courbe, et, avant tout, examinons 
la signification géométrique des coefficientsE , F, G. Déjà, 
dans l'art. V, nous avons averti qu'on peut concevoir, 
sur la surface courbe, deux systèmes de lignes : l'un. 



Digitized by 



Google 



pour lequel /> seul est variable, q eonstanl ; Vautre , dans 
lequel q seul est variable, /; constant. Un point quelcon- 
que de la surface peut donc être considéré comme l'inter- 
section d'une ligne du premier système avec une ligne du 
second \ et alors l'élément de la première ligne adjacente à 
ce point , et répondant à la variation dp^ sera égal k\Jl^.dp-^ 
et l'élément de la seconde ligne répondant à la variation 
dq sera égal à ^G , dq •, enfin , en désignant par w Tan- 
gle compris entre ces éléments, on voit facilement que 

F 

cosûi) = -7=* Et Taire de Télément du parallélotgramme 

compris sur la surface courbe entre deux lignes du pre- 
mier système, auxquelles répondent q^ q -+- dq^ et deux 
lignes du second système, auxquelles répondent p, p-i-dp^ 
sera v^EG — F^.dp, dq. 

Une ligne quelconque sur la surface courbe, n'ap- 
partenant à aucun de ces systèmes, prend naissance 
quand p et q sont regardés comme fonctions d'une va- 
riable nouvelle, ou Tune comme fonction de Tautre. 
Soit s la longueur d'une telle courbe comptée d'une ori- 
gine arbitraire, et vers une direction quelconque regardée 
comme positive. Désignons par B l'angle fait par lelément 
ds = ^Yudp^-^^Fdp.dq-i-Gdq^ avec une ligne du pre- 
mier système menée par l'origine de l'élément, et, pour 
ne laisser aucune ambiguïté, nous supposerons que cet 
angle part toujours de cette branche de la ligne pour la- 
quelle les valeurs de p augmentent, et qu'on le prend po- 
sitivement du côté verslequel les valeurs de <jf augmentent. 
Cela ainsi compris , on voit facilement qu'on a 

cos ô . //5 = V E . flp -f- yGr . cos t^ .dq = ~ — - > 

VE 

sia . ds ^z: yG . sm w . dfj = -= 
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XMII. 

Nous chercherons maintenant quelle est la condition 
pour que cette ligne soit la plus courte. Puisque la lon- 
gueur de s est exprimée par Fintégrale 

la condition du minimum exige que la variation de cette 
intégrale, venant d'un changement infiniment petit dans 
la situation de cette ligne, devienne zéro. Le calcul, pour 
cette recherche, se fait plus commodément dans ce cas, 
si nous considérons p comme fonction de q. Cela fait, si 
la variation est désignée par la caractéristique (J, nous 
avons 

— 'dp^ 4.__- . dp.dq-\-— '€/gA$p'^{2Edp'\'2fdq)dùp 

7. ds 
Edp-hTdq 



-p- 



ds 



Sp 



rfE .^ , 2rfF ^ . rfG , N 

^^ . ndt ' ds J 



et l'on sait que l'expression sous le signe intégral doit 
s^évanouir indépendamment de p. On a ainsi 

rfE 2rfF . , . «^G , , . .Edp^Fdg 

dp '^ dp '^ ^ dp ^ ds 

. , /^ * ds,dE. cos^ , — 

= 2</^.df. yEcosôrr — 2ds,dB.\/E . sin 9 

(Zdp + Vdq\ /rfE ^ rfE , \ , 

= [ Ê j-(^^rf/> + 5-.rf«]-2v'EG-P.rf,.rf9. 

De là nous tirons, pour la ligne la plus courte, Téqua- 
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tioii de condition suivante : 

^ 2 E r//? ^ 2 E r/7 ^ 7. dq ^ 

d? , 1 JG , 
dp 2. dp ' 

qu'on peut aussi écrire ainsi : 

^ 2 E 7.dq ^ dp ' idp ' 

Du reste, à Faide de 1 équation 

E dp F 

cot = . -f -h . , 

V^EG — F' ^9 y^EG — F^ 

on peut éliminer, de la précédente équation, l'angle 0, et 
développer ainsi Téquation différentielle du second ordre 
entre p et ^, qui se trouverait cependant plus compliquée 
et moins utile pour les applications que la précédente, 

XIX. 

Les formules générales que nous avons trouvées pour 
la mesure de la courbure et pour la variation de direc- 
tion de la ligne de plus courte distance dans les 
art. XI, XVIII , deviennent beaucoup plus simples, si les 
quantités p^ q sont choisies de telle sorte que les lignes 
du premier système coupent toujours orthogonalement 
les lignes du second système , c'est-à-dire de telle sorte , 
qu'on ait généralement o) = 90^ ou F = o. Alors on a , 
pour la mesure de la courbure , 

' dq dq ^ \dp j * dp dp V^9 ) 

^^ /d'E d'G\ 

et , pour la variation de l'angle 0, 

/TvT ,^ I f/E , I r/G , 

i/LG .dB ^z-- -y^ .dp . dq, 

1 dq ' 1 dp ^ 
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Parmi les divers cas dans lesquels a lieu cette condition 
d'orthogon alité , tient le premier rang celui où toutes les 
lignes de l'un ou l'autre système, par exemple du pre- 
mier, sont des lignes de plus courte distance. Là , eii effet, 
pour une valeur constante de </, l'angle devient zéro; 
d'où Féquation qu'on vient de donner pour la variation 

de Q montre qu'on doit avoir — = o, ou que le coeffi- 
cient E doit être indépendant de qy c'est-à-dire que E 
doit être ou constant ou fonction seulement de;?. Le plus 
simple sera d'adopter pour p la longueur même de chaque 
ligne du premier système , et même chaque fois que toutes 
les lignes du premier système concourent en un point, de 
compter cette longueur de ce point, ou, s'il n'y a pas de 
commune intersection , d'une ligne quelconque du second 
système. Ceci compris , on voit que^ et q désignent main- 
tenant les mêmes quantités que, dans les art. XV, XVI, 
nous avions exprimées par r et ç, et qu'on a E = i . Ainsi , 
les deux formules précédentes se transforment en celles-ci : 

•2 dp ' 

ou , en posant \/G = m , 

I d^m ,^ dm , 

m dp' dp 

Généralement -parlant, m sera fonction de;:?, y, einidç 
l'expression de l'élément d'une ligne quelconque du se- 
cond système. Mais dans le cas particulier où toutes les 
lignes p partent du même point , évidemment , pour p = o. 
on doit avoir r/i = o ; donc si , dans ce cas , nous adoptons 
pour (/ l'angle même que le premier clément d'une ligne 
quelconque du premier système fait avec l'élément de 
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l'une d'elles ai bilraiiemeiil choisie, comme pour une va- 
leur inGniment petite de /?, l'élément d'une ligne du se- 
cond système (qu'on peut considérer comme un cercle dé- 
crit du rayon p), est égal ^pdq^ on aura, pour une valeur 
infiniment petite de/j?, m = /?, et ainsi, pour p = o, on 

K dm 

aura en même temps m=: o et — == i . 

XX. 

Arrêtons-nous encore à la même supposition^ savoir, 
que p désigne la longueur de la ligne la plus courte, menée 
d'un point déterminé A à un point quelconque de la sur- 
face , et q l'angle que le premier élément de cette ligne fait 
avec le premier élément d'une autre ligne donnée de plus 
courte distance, partant de A . Soient B un point déterminé 
sur cette ligne pour laquelle ^ = o, et C un autre point 
déterminé de la surface, pour lequel nous désignerons 
simplement par A la valeur de q. Supposons les points B 
et C joints par la ligne la plus courte, dont les parties, 
comptées du point B, seront désignées, comme dans 
l'art. XVIII, par 5, et, comme dans ce même article, 
désignera l'angle qu'un élément quelconque ds fait 
avec l'élément dp-^ soient enfin 0o, Q' les valeurs de 
l'angle aux points B et C. Nous avons ainsi sur la sur- 
face courbe un triangle formé par des lignes de plus 
courte distance, dont les angles en B et C , que nous dési- 
gnerons simplement parées mêmes lettres, seront égaux, 
l'un au complément de 0^ à 1 8o degrés , l'autre à l'angle & . 
Mais comme il est facile de voir, par notre analyse, que 
tous les angles sont exprimés, non en degrés, mais en 
nombres, de façon que 1* angle ^'■j^ i^j' ^'^'' ^ auquel cor- 
respond l'arc égal au rayon, est pris pour unité, on doit 
poser, en tlésignant par 2 7t la circonférence du cercle, 
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Cherchons maintenanl la courbure totale de ce trianglcy 
qui est égale à fkda , dcr désignant l'élément superficiel du 
triangle ; et comme cet élément est exprimé par mdp . dg^ 
il faut prendre l'intégrale ffkmdp , dq pour toute la sur- 
face du triangle. Commençons par l'intégration suivant p, 

laquelle, à cause de A = -7-^5 donne Jiy. ( con&t. j- \ 

pour la courbure totale de Taire située entre les lignes du 
premier système auxquelles correspondent les valeurs de 
la seconde indéterminée q^q-^dq. Comme cette cour- 
bure doit deveni r nulle pour ^ = o , la quantité constante 
introduite par l'intégration doit être égale à la valeur 

de — pour /?=:o, c'est-à-dire à l'unité. Nous avons 

ainsi dq, li 7- | , où il faut prendre pour — la valeur 

correspondante à la fin de cette aire sur la ligne CB. Mais, 
dans cette ligne , on a , par le paragraphe précédent , 

d'où notre expression se change en dq-\-dQ. Par une 
seconde intégration prise depuis q=o jusqu'à q = A, 
nous obtenons la courbure totale du triangle 

= A4-Ô'~Ô» = A+BH-C — TT. 

La courbure totale est égale à l'aire de cette partie de la 
surface sphérîque qui correspond au triangle, affectée du 
signe positif ou négatif, suivant que la surface courbe , sur 
laquelle est situé le triangle, est concavo-concave ou con- 
cavo- convexe -, pour unité d'aire, on doit prendre le carré, 
dont le côté est l'unité (le rayon de la sphère), et, par 
suite, la surface totale de la sphère égale 4^:. La partie de 
la surface sphérique correspondante au triangle est ainsi , 
àlasurfaceentièredelasphère, comme =i- (A-hBH-C — tt) 
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est à 4^* Ce théorème, qu'on doit regarder, si nous ne 
nous trompons , comme un des plus élégants de la théorie 
des surfaces courbes, peut aussi être énoncé de la manière 
suivante : 

L'excès sur i8o degrés de la somme des angles d'un 
triangle formé sur une surface courbe conca^o-conca^^e 
par des lignes de plus courte distance, ou la différence à 
i8o degrés de la somme des angles d'un triangle formé 
sur une surface courbe concauO'Con\^exe par des lignes 
déplus courte distance, a pour mesure l'aire de la partie 
de la surface sphérique qui correspond à ce triangle, par 
les directions des normales, pourvu qu'on égale la sw- 
face entière à 720 degrés. 

Plus généralement , dans un polygone quelconque de n 
côtés, formés chacun par des lignes de plus courte dis- 
tance, l'excès de la somme des angles sur (aw — 4)^i'oits , 
ou la différence à { 2 w — 4) droits (suivant la nature de la 
surface courbe), est égal à Taire du polygone correspon- 
dant sur la surface de la sphère , comme il découle spon- 
tanément du théorème précédent par le partage du poly- 
gone en triangles. 

XXI. 

Rendons aux lettres /?,</, E , F, G , tt les significations 
générales que nous leur avions données plus haut , et sup- 
posons, eii outre, que la nature de la surface courbe est 
déterminée d'une manière semblable par deux autres 
variables p\ </, dans laquelle l'élément linéaire s'exprime 
par 

)/E'dp^-^2 F' dp' . drf -\- G' dq'\ 

Ainsi , à un point quelconque de la surface défini par des 
valeurs déterminées des variables /;, y, répondront des 
valeurs déterminées des variables /V, q' \ celles-ci seront 
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donc fondions de />, <y, et nous supposerons qu'on ob- 
tient, par leur diiiérentiation, 

fip' ^= (xdp-^ pdq, 

flq' =r y f/p -+- dciq . 

Ppoposons-nous de chercher la signiBcation géomé- 
trique de ces coefficients a, (3, y, â. 

On peut ainsi concevoir maintenant sur la surface courbe 
quatre systèmes de lignes pour lesquelles q^ p^ q\ p' sont 
respectivement constantes. Si par le point déterminé au- 
quel répondent les valeurs p^ q^ p\ cf des variables, nous 
supposons qu'on mène quatre lignes appartenant à chacun 
de ces systèmes, aux variations positives âp^ dq^ (tp\ ihij 
répondront les éléments 

V/Ë.^y?, V^.r/y, sl^'.dp', slÔ\dq'. 

Nous désignerons les angles que les directions de ces 
éléments font avec une direction fixe arbitraire, par M, N, 
M', N', en comptant dans le sens pii est placée la seconde 
par rapport à la première, de façon que sin (N — M) soit 
une quantité positive : nous supposerons (ce qui est per- 
mis) que la quatrième est placée dans le même sens par 
rapport à la troisièrne, de façon que sin (N' — M') soit 
aussi une quantité positive. Cela compris ainsi, si nous 
considérons un autre point, infiniment peu distant du 
premier, auquel correspondent les valeurs p-l-Jy?, q-\-dp^ 
p'-i- dp'^ q' -^ dq' des variables, avec un peu d'attention 
nous reconnaîtrons qu'on a en général, c'est-à-dire indé- 
pendamment des valeurs des variations r//;, dq^ dp\ dq'^ 

v/Ê.r//AsinM 4- V^.r/7.sinN= s/E'.^/y/.sinM'-h v/G/ .r/^y'.sinr, 

puisque chacune de ces expressions n'est autre chose que 
la distance du nouveau point à la ligne à partir de laquelle 
commencent les angles des directions. Mais nous avons, 
par la notation déjà introduite plus haut, N — M =='-0, 
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et , par analogie , nous poserons N' — M= a/, cl , de plus, 
N — M' = 4'- L'équation que nous venons de trouver peut 
ainsi se mettre sous la forme suivante : 

v/Ë.r//?.sin(]\f — w-|-^^) 4- y^G . r/7 . sin ( M' + ;(/ ) 
= s/Ê\dp\sin M' -h s/G\dq\sm (M'+ w'), 
ou sous celle-ci : 

V^Ë.r//?.sin (N'— w — w' -f. ^/) -f- \/G.^7.sia (N' — w' -f- ^|;) 
= V^'.fi?/?'.sin(N'— «')4-v/G'.r/(7\sinN'. 

Et comme l'équation doit évidemment être indépendante 
de la direction initiale, on peut prendre celle-ci à volonté. 
En posant ainsi dans la seconde forme N'= 0, ou dans la 
première 'M!= o, nous obtenons les équations suivantes : 

V^E'. sin w'. clp'z= v^È . sin (w -+- «'— -ip). rtf/? -f- \/G . sin («'— ^z) . r/7, 
v/G' . sin w'. dq':= v/e. sin (ip — w) . dp -{- s/G, sin ij* . r/7 ; 

comme ces équation s doivent être identiques avec celles-ci , 

cip^ z=zoi..dp -^ p. dp, 
dr/ z=y.dp -h ^ .dq, 

elles donneront la détermination suivante des coefficients 

«, ^, 7, (î : 

/E sin(w4-w'— >]/) /g sin(w' — -vt^) 

— 4 /£ ^^"(^"-^) ^ _ 4 /^ sin 4; 

■^""VG'* sinw' ' VG''sinw'' 

On doit leur adjoindre les équations 

F , F' 

ces û) = • . 9 cos W = , 9 

v/EG \/E'G' 



/EG — F^ . , , /E'G'~F^ 
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Par suite, les quatre équations peuvent aussi être pré- 
sentées ainsi : 

a v/e'G' — F" == v/ÈG^. sin (w -|- w'— ^^), 

p v/E'G' — F'-^ = v/ÔG^. sin («' -- ^|^) , 

. 7 v^E'G' — F'' = y/ÊF. sin (+ - w), 

(î y/E'G' — F'»=:V^Gr sinN^. 

Comme, par les substitutions dp' = oc,c/p -^fi-dij, 
dq'=zy,dp + à.dq^ le trinôme 

E' dp'^ 4- 2 F' r// . dq' + G' rf^'' 

doit se changer en V^dp^ H- iV dp . r/^ -1- Gdq^^ on obtient 
facilement 

EG — F'^ = ( F/ G' — F'') ( a(î — p7)=; 

et comme, 'v/ce versa, le second trinôme doit se changer 
de nouveau dans le premier par la substitution 

[(xS'-py)rlp = Sdp'-'^dq', {olS — ^y]dq = — ydp' -^ adq\ 

nous trouvons 

EG — F' 
E^'-2F7d^4-G7==£,^73.-pr,ï^"' 

. Kp^_F(a^+p7) + G«7 = grgrZprrP'' 

Ep^-2FapH-Ga' = ^;^.G'. 

XXII. 

Descendons de la recherche générale de l'article pré- 
cédent à l'application très-large dans laquelle, en laissant 
encore à p et q leur signification la plus générale , nous 
adoptons pour ^', c/\ les quantités désignées dans Tart. XV 
par r, cp (lettres dont nous nous servirons ici aussi), 
de sorte que, pour un point quelconque de la surface, 
/• soit la plus courte dislance à un point déterminé. 
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et (f Tangle en ce point entre le premier élément de /• et 
une direction fixe. Nous avons ainsi E' = i, F'= o, 
fit) = go degrés ; nous poserons , de plus , VG' = m , 
de sorte que l'élément linéaire quelconque devienne 
=r si dr^ -^ w} d(£i^ , Par suite, les quatre équations trouvées 
dans l'article précédent pour a, |3, y, cî, donnent : 

(i) vË.cos(6> — ^) = -^, 

/— dr 

(2) V G . cost|; == -- -> 

(3 ) \/E . sin (,[; — w) = w . ^ , 

(4) v^G.sinrp = /w.~?- 

Mais la dernière et l'avant-dernière donnent 

<«) (-^-'|)g = (^£-«|)$- 

C'est de ces équations qu'on doit tirer la détermination 
des quantités r, (P, i|/ et (si besoin est) m, en ^ et </; sa- 
voir : l'intégration de l'équation ( 5 ) donnera r, et , ceci 
trouvé, l'intégration de l'équation (6) donnera cp, et l'une 
ou l'autre des équations (i), (a), tj/ 5 enfin , on aura m par 
l'une ou l'autre des équations (3), (4)- 

L'intégration générale des équations (5), (6) doit né- 
cessairement introduire deux fonctions arbitraires, et 
nous comprendrons facilement leur signification, si nous 
faisons attention que ces équations ne sont pas limitées 
au cas que nous considérons ici , mais qu'elles ont encore 
lieu, si l'on prend r et op dans la signification générale de 
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l'art. XVI, de l'açon que /' soit la longueur de la ligne 
la plus courte menée normalement à une ligne arbi- 
traire déterminée, et f une fonction arbitraire de la par^ 
tie de la ligne qui est interceptée entre la ligne indéfinie 
de plus courte distance , et un point arbitraire déterminé. 
La solution générale doit ainsi embrasser tout cela d'une 
manière indéfinie, et les fonctions arbitraires devien- 
dront définies, quand cette ligne arbitraire et la fonction 
des parties que (f doit donner sont assignées. Dans notre 
cas, on peut adopter un cercle infiniment petit, ayant 
son centre au point d'où l'on compte les distances /', et ^ 
désignera les parties mêmes de ce cercle divisées par le 
rayon -, d'où l'on conclut facilement que les équations (5) 
et (6) suffisent complètement pour notre cas , pourvu 
que ce qu'elles laissent indéfini soit assujetti à cette con- 
dition , que /• et (f conviennent pour ce point initial , et 
pour les points qui en sont infiniment peu distants. 

D'ailleurs, pour ce qui regarde l'intégration même àcs 
équations (5), (6), on sait qu'elle peut se réduire à l'in- 
tégration d'équations aux diflerentielles partielles ordi^ 
naires, qui cependant sont la plupart des temps si com- 
pliquées, qu'il y a peu d'avantage à en tirer. Au contraire, 
le développement en séries qui suffisent abondamment 
aux besoins de la pratique, tant qu'il ne s'agit que de 
parties médiocres de la surface, n'est sujet à aucunes dif- 
ficultés, et les formules rapportées ouvrent ainsi une 
source féconde pour la solution d'un grand nombre de 
problèmes très-importants. Mais, en cet endroit, nous ne 
développerons qu'un seul exemple pour montrer le ca- 
ractère de la méthode. 

XXIII. 

Nous considérerons le cas où toutes les lignes pour les- 
quelles p est constant sont des lignes de plus courte dis- 
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lance, coupant oiiliogonalemcnt la liijnc pour laquelle 
(j) = b, Cl que nous pourrons regarder comme ligne des 
abscisses. Soient A le point pour lequel r=o, D un point * 
quelconque sur la ligne des abscisses, AD = /7, B un 
point quelconque sur la ligue de plus courte distance nor- 
male à AD en D , et BD = q , de façon qu'on puisse 
considérer p comme Fabscisse, q comme l'ordonnée du 
point B -, nous prenons les abscisses positives sur la branche 
de la ligne des abscisses à laquelle répond y = o, tandis 
que nous regardons /' toujours comme une quantité po- 
sitive^ nous prenons les ordonnées positives dans la ré- 
gion où (p est compris entre o et i8o degrés. 

Par le théorème de Tart. XVI, nous aurons 0) = 90*^, 
F = G et G = I ; nous poserons de plus y/E = n. n sera 
ainsi fonction de p et ^, et telle que pour ^ = o elle doit 
être égale à i. L'application à notre cas de la formule 
rapportée dans l'art. XVIII montre que, dans une 
ligne quelconque de plus courte distance, on doit avoir 

dO =1 — • (Ip^ désignant l'angle compris entre rélément 

de cette ligne et l'élément de la ligne pour laquelle q 
est constant. Comme déjà la ligne dos abscisses est une 
ligne de plus courte distance, et que, pour elle, partout 
= 0, on voit que, pour q=o^ on doit avoir partout 

— = o. De là donc nous concluons que, si n est dévelop- 
pée en série suivant les puissances croissantes de r/, elle 
doit avoir la forme suivante : 

n = I -h/q'^ -H gq^ + ^iq^ -h etc., 

où J\ g', A, etc., seront fonctions de /?, et nous poseions 
/ = /« + />+/V-+-etc., 
g= g'-^ g'p-^ g'' p' -h etc., 
h = h' -h h'p -h li'p'' -4- etc. , 
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OU 

n = I -h/'q' -+-/>7' +/'>'^' -*- etc., 

-h /*'7* -f-etc. 
XXIV. 

Les équations de l'art. XXII donnent, dans le cas dont 
nous nous occupons, 

. . dr ^ dr , dto . ^ do 

wsiny = -T-' CCS il; = -7- î — w cos\p = w.-r-» sin^ =m.~-^ 
dp ^ dq dp dq 

î— ^(^\ (—Y , dr^ d^ dr^ dj_ 

\dq ) \dp) ' dq dq dp dp ' 

A l'aide de ces équations , dont la cinquième et la sixième 
sont déjà comprises dans les autres, on pourra développer 
les séries pour r, (p, ^p, m, ou pour des fonctions quel- 
conques de ces quantités; nous allons traiter ici celles qui 
sont les plus dignes d'attention. 

Comme, pour des valeurs infiniment petites de p^ y, 
on doit avoir r* = /?' 4- ^', la série pour r' commencera 
par les termes ;>* + 7' 5 nous obtiendrons les termes d'un 
ordre plus élevé par la méthode des coefficients indéter- 
minés (*), à l'aide de l'équation 

savoir : 



'-g'p'q' + ls'p'g' 



(^•-^/'/•)/'V. 



(*) Nous avons jugé superflu d'écrire ici le calcul, qui peut être un peu 
abrégé par quelques artifices. 
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Nous avons ensuite , au moyen de la formule 

. , l d.r'- 

r sm u/ = —r- 9 

^ 2 n dp. 

r sin ,|, = />- i/Vî' - j/y 9'- (g/"4- ^/-Z") />»?'+ .. . 

et , par la formule /' cos J; = '- — 9 

^ ^ • ^ 1 dq 

cos,I,=ç+ |/v? + ^/>'<7 + (|/"- ^Z"/') p'q+- 

[3]/ +|g*/''<7'+g^V7' 



(i*'-?i^-^-)'''' 



L'une et l'autre formule font connaître l'angle ^. Ensuite , 
quant au calcul de l'angle <p, les séries pour rcos y, rsinç 
se développent très-élégamment au moyen des équations 
aux différentielles partielles, 

rf.rcos© . , . dfo 

• L z=z n cos <p . sm il — r sin © . -7-^-9 

• dp ^ ^ ^ dp 

d . r cos © . • ^? 

; 1 = cos o . cos 4/ — r sm © . — ^ 9 

dq "^ . 

</ . r sin (p . , rf<p 

— ~ = /2 sm « . sm ij; + r cos © . -r-r 

dp , ^ ^P 

* </ . r sin (P , c?y 
; 1 = sin© . C0S+ H- rcoscp .-7-9 

. ^^ ' • ^? 
/î cos J; . -—■ -H sm ^ . 3r = G , 

/Inn de Mathémat., t. XI. (Juillet i852.) 16 
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dont la combinaison donne 

r sin >b d, r ces <p , d,r ces «p 

L i _|- r CCS >^ . ; = r ces ©, 

n dp dq ^ 

r sin \1; ri . /' sin © . r/ . r sin « 

L _j- ,. cos -h . ; 1- = r sin «• 

n dp dq ' 

On tire de là facilement, pour calculer rcos (p, /sinç, des 
séries dont les premiers termes doivent être évidemment 
p et q^ savoir : 

[4]J +i^.;,^3^.ig/^rç3 



rcos» 



20 • 



.,. = '/-5/V^.-g/V7-(^/"-^/«/»)/-/ï-.. 

En combinant les équations [2], [3], [4], [5], on peut 
obtenir une série pour calculer /• * cos ( ^|/ -{- <p) 5 divisant 
cette série par la série [i] qui donne r*, on aura cos (^-h?)? 
et, par conséquent, aussi (p -f- 9 développé en série.^On 
peut cependant obtenir cette même série plus élégam- 
ment de la manière suivante. En différentiant la première 
et la seconde des équations qui sont rapportées au com- 
mencement de cet article, nous obtenons 

dn , ^^ ' . d-ij 

sm J/ . -r- -h w cos >p . --^ 4- sm T^ . --i- = o- 
^ dq ^ dq ^ dp • 

combinant cette équation avec celle-ci , 

. dm , d<û 

n cos i^ . —i + sm -1; . — ï- c=: o , 
dq dp 
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il vient 

r sin >l dn r sin >l d{^-^ o) . d (^ -{- ta) 

n dq n dp dq 

De cette équation , à Taide de la méthode des coefficients 
indéterminés , nous tirerons facilement la série suivante 
pour ({/ 4- 9^ si nous faisons attention que son premier terme 

doit être -7i, le rayon étant pris pour unité, et 27: dési- 
gnant la circonférence du cercle, 

[6]( -S'P^'--^S'P'9' 



^(A» 3 



\pp^pq'' 



Il nous paraît utile de développer aussi en série Faire 
du triangle ABD. Nous nous servirons, pour ce dévelop- 
pement, de l'équation de condition suivante, qui dérive 
facilement de considérations géométriques assez natu- 
relles, et dans laquelle S désigne Faire cherchée , 

rsin>b dS . dS rsinil/ ^ , 

1 . 4- r ces 4/. -7-= jndq^ 

n dp dq n ^ ^ 

l'intégration commençant à q =0. De là , en effet , nous 
obtenons , par la méthode des coefficients indéterminés , 









16. 
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XXV. 

Des formules de rarlicle pi écëdenl , qui se rapporleiU 
au triangle rectangle formé par des lignes de plus courte 
distance, passons à quelque chose de plus général. Soit 
sur la même ligne de plus courte distance BD, un autre 
point C pour lequel p ne change pas , et les lettres y', .r', 
(f', (|/', S' désignent pour le point C les mêmes choses que 
^, r, (f, ^, S pour le point B. On forme ainsi, entre les 
points A, B, C , un triangle dont nous désignons les angles 
par A, B, C, les côtés opposés par a , &, c, l'aire parer; 
nous exprimerons la mesure de la courbure aux points A , 
B , C respectivement par a , |3 , y. Supposant donc (ce qui 
est permis) que les quantités/^, y, q — q' sont positives, 
nous avons 

Avant tout , exprimons Taire cr en série. En changeant 
dans la série [y] chacune des quantités relatives à Bdans 
celles qui se rapportent à C, il vient cette série pour S'> 
développée jusqu'aux quantités du sixième ordre. 

Cette formule, à l'aide de la série [2], savoir, 

csiaB=/?/i-i/«^^~i/>^^_i^»^3_ , V 

se change dans la suivante : 
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La mesure de la courbure pour un point quelconque 
de la surface devient ^ par Tart. XIX (où in , /?, q étaient 
ce que sont ici n^ q^ p)^ 

I fi^n __ 2/4-6^^7 +12 /<7^ -f- .. . 
= — 2/— &gq — (i 2 /« — 2/') 9^ . . 

De là , quand /;, r/ se rapportent au point B, 

.8 = -2/«~2y>-6^«7~2/V~^i?>/ 

cl aussi 

7 = - 2/" ~ 2/> - 6^«ry'- 2/V"-6^>y' 

~-(l2/iO~2/y«)ry''--..., 
ar= —2/». 

En introduisant ces mesures de courbure dans la série 
pour (7, nous obtenons Texpression suivante^ exacte jus- 
qu'aux quantités du sixième ordre (exclusivement) , 



120 



(r=4«csinB( -h — 8(3/?'— 67'-+- 677' + 6 7") 
5 1 120 I 



120 



La précision restera la mêmt, si pour p ^ q , q' nous 
substituons c sin B, c cos B, c cos B — «; cela fait, il . 



Digitized by 



Google 



( 24« ) 

vient 

1 H a ( 3 a^ -f- 4 c' — Q û^ cos B ) | 

[81 (T=-acsinB{ -4- -î- B{3fl*+ 3 c' — i2«ccosB)î 
*■ -• 2 1 1 2o "^ ^ ' 

i 7 ( 4 «^ H- 3 c^ — Q rtc cos B ) j 

1 20 ^ ^ ' ' 

Comme tout ce qui se rapporte à la ligne AD menée 
normalement à BC a disparu de cette équation , on pourra 
permuter aussi entre eux les points A , B , C avec leurs 
eorrélatife; c'est pourquoi on aura , avec la même pré- 
cision , 

I H a ( 3 ^' -f- 3 c^ — 1 2 bc cos A ) 1 

I20 . ^ ' 

[9] <T = -bcsinAl H p(3^*H-4^' — 9^ccosA)\, 

H 7 (4^'+ 3c' — QÔccosA) 

!iH «(3«'-h4^^ — QâfccosC)] 
1 20 ^ ^ ' ' 

4- — B(4fl'-f-3^^— ûaftcosC)^ 

\ -+- — 7(3«'+3Z''—- i2û^cosC)J 
1 20 ^ " 

XXVI. 

La considération du triangle plan rectiligne , dont les 
côtés sont égaux à a, i, c, est d'une grande utilité; les 
angles de ce triangle, que nous désignerons par A*, B*, C*, 
diffèrent des angles du triangle sur la surface courbe, 
savoir, de A , B , C de quantités du second ordre • et il sera 
essentiel de développer avec soin ces différences. Mais il 
suffira d'avoir posé les premières bases de ces calculs plus 
prolixes que difficiles. 
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En changeant dans les formules [i], [4], [5] les quan- 
tités qui se rapportent à B en celles qui se rapportent à C , 
nous trouverons des formules pour r'*, r' cos (p', /'' sîn ç'. 
Alors le développement de F expression 

r*+ r'"^ — [q — 7' )' — 2 r ces (p . / ces f' — 2 r sin (p . r' sin v/ , 

qui devient 

= b'^-\- c^ — fl' — 2 ^c cos A= 2 ôc (cos A* — cos A),* 

combinée avec le développement de l'expression 

r sin (p r' cos y' — r cos y . r' sin «p' , 

qui devient = bc sin A , donne la formule suivante : 



[\f'+lf')p-^7.ê'(']+'}') 



I 

V 



De là vient aussi , jusqu'aux quantités* du cinquième 
ordre, 

^*- A = - (7- </')/> j -+- ^g'p{l H- <7')-t- § A" W+ 99'+ 9") 



: 



En combinant cette formule avec celle-ci , 

et avec les valeurs des quantités a , (3 , y rapportées dans 
rarlîclc précédent, nous obtenons jusqu'aux quantités 
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du cinquième ordre , 

Par des opérations tout à fait semblables, nous trouvons 
li2 6*^ 12' 10 ' 10°'^^ ^ ^' 

9" 

tl2 12*^ 10 '^ 10°'^^^ ^ 'j 

De là nous déduisons en m^mo temps, puisque la somme 
A* -+-B*-|- C* est égale à deux droits, l'excès de la somme 
A 4- B -h C sur deux angles droits , savoir : 



[l4] A-hB-hC=r7r4-ff 



3* ■*" 3 P -^^ 3^ ^ 3-^'>'-+- i^^(^-^^') 



-f- (^^à^-l/'ryr- qq'-^q" 



Cette dernière formule pourrait aussi se déduire de la 
formule [6]. 
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XXVII. 

Si la surface courbe est une sphère dont le rayon 
égale I, on aura 

ou 

I 



h'zzz 



24 R^ 
Par là, la formule [i4] dc^vient 

AH-B-hC=7r-f.j^, 

et jouit d'une précision absolue; mais les formules [11], 
[12], [i3] donnent 



ou, avec la même exactitude, 

En négligeant les quantités du quatrième ordre, on tire 
de là le théorème connu proposé, pour la première fois, 
par l'illustre Legendre. 

XXVIIL 

Nos formules générales, en rejetant les termes du 
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qualrièmc ordre, deviennent très-simples, savoir : 

A*=: A — — ff(2a-|- p-f-7), 

B*=:B Lff(a-h2p-|-7), 

12 ^ r »/ 

C* = C — — (T (a -H B + 27). 
12 ^ *^ " 

Ainsi , il faut appliquer à A , B, C des réductions iné- 
gales, quand ils ne sont pas sur une surface sphériquc, 
pour que les sinus des angles dans lesquels ils ont été 
changés soient proportionnels aux côtés opposés. L'iné- 
galité, généralement parlant, sera du troisième ordre; 
mais, si la surface diffère peu de la sphère, cette iné- 
galité se rapportera à un ordre supérieur. Dans les trian- 
gles même les plus grands sur la surface de la terre, dont 
on peut mesurer les angles, la différence peut toujours 
être regardée comme insensible. Ainsi, par exemple, 
dans le triangle le plus grand parmi ceux que nous 
avons mesurés Tannée précédente, savoir, entre les points 
Hohehagen , Brocken , Inselsberg , où l'excès de la somme 
des angles fut égale à I4'^85348, le calcul donna les ré- 
ductions suivantes à appliquer aux angles : 

Hohehagen 4' jQ^i i 3 , 

Brocken 4'%95>io4, 

Inselsberg 4" >9^i3' • 

XXIX. 

Pour finir, nous ajouterons encore la comparaison de 
Faire du triangle sur la surface courbe avec l'aire du 
triangle rectilignc, dont les côtés sont a, i, c. Nous dé- 
signerons par CT* cette dernière aire, qui est égale à 

- bc sin X* = - ac sin B* = - ah sin C*. 
2 2 2 
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Nous avons, jusqu'aux quantités du quatrième ordre, 

sin A* = sin A n ces A . ( 2 a -h S -f- 7) , 

12 \ r #/ 

ou, avec la même exactitude, 

sin A = sin A* i H ^ èc ces A . ( 2 a -h (3 -+- 7) • 

Substituant cette valeur dans la formule [9], on aura jus- 
qu'aux quantités du sixième ordre, 

I H !— af3^2 _|_3<.2«. 2 ^c ces A) 

120 ^ 

= - ^r sin A* ^ + — P(3 ^^ -h 4c' — 4 bc coS A)) , 



2 



_4_ ^ ^ (4 ^2 _^ 3 <:> — 4 6c ces A) ] 
ou , avec la même exactitude, 

1 20 ^ 1 20 '^ ^ 

+ -i_^(2«'4.2*^4.r') 
120 

Pour la surface sphérîque , cette formule prend la forme 
suivante : 

à la place de laquelle on peut prendre aussi la suivante , 
en conservant la même précision, comme il est facile de 
vérifier, 



^ /sin A . sin B . sin C 
~ "^ V sin A*, sin B*. sin C*' 



Si l'on applique la même formule aux triangles sur 
une surface courbe non spliérique , l'erreur sera , généra- 
lement parlant , du cinquième ordre, mais insensible dans 
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tous les triangles qu'on peut mesurer sur la surface de la 
terre. 

Note. Des fautes typographiques et quelques erreurs de calcul se sont 
(];lissées dans le Mémoire original. Nous les avons corrigées et nous nous 
sommes servi des corrections que M. Bos, élève de l'École Normale, au- 
jourd'hui professeur au lycée de Strasbourg, a eu la bonté de nous <;ommu- 
niquer. Le Mémoire fait partie du tome VI des Nouveaux Mémoires de la 
Société royale des Sciences de. Gôttingue ; on le trouve à la page 99 de ce 
tome qui a paru en 1828. Il est réimprimé dans V Application de l'Analyse 
de Monge, édition de i85o. On a traduit sur cette réimpression. 



DU TRACÉ GÉOGRAPHIQUE 

Des surfaces courbes les uoes sur les autres , et application de ce tracé à 
la construction des cartes géograpliiques ^ 

Par m. le D«^ J. DIENGER, 

Professeur à l'École Polytechnique de Carlsruhe. 



C'est M. Gaussqui, le premier, a résolu le problème 
important de faire correspondre les points d'une surface 
courbe à ceux d'une autre surface courbe , de telle sorte 
que les éléments de ces surfaces passant par des points 
correspondants soient semblables. M. Liouville a ajoute 
des éclaircissements aux développements de M. Gauss (*), 
et je crois lendre quelque service aux lecteurs de ces yen- 
na/es, en exposant les principes sur lesquels repose la 
solution de ce problème, en suivant la route que ces grands 
maîtresont tracée. J'ajouterai quelques indications rapides 
de l'application de ces principes au tracé des caries çéo- 
graphiques. 

I. 

Supposons qu'on ait deux surfaces S et 2, et qu'on 
veuille faire correspondre les points de la surface S aux 
points de la surface 2, de telle sorte qu'en connaissant 

(*) Application de l'Analyse, etc., page 601. 
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les coordonnées d'un point D\l de la surface S, on puisse 
déterminer les coordonnées du point M de la surface 2, 
qui correspond au point OÏL. Nous supposerons , en outre , 
que la loi de cette correspondance soit telle, qu'à des 
points différents de la surface S correspondent des points 
différents de la surface 2, et qu'à deux points OÏL et DXL' 
infiniment voisins de S, correspondent deux points aussi 
infiniment voisins M et M' de S. Il est aisé de voir qun 
ces conditions seront remplies aussitôt que la loi qui régit 
cette correspondance est exprimée par une fonction con- 
tinue. 

Supposons maintenant qu'il s'agisse de déterminer cette 
loi de correspondance, sous la condition que les éléments 
infininment petits des deux surfaces S et 2 passant par les 
points correspondants 31L et M soient semblables , c'est-à- 
dire qu'en se figurant ces éléments de forme triangulaire , 
que ces triangles soient semblables. On pourra donc expri- 
mer ce problème aussi de cette manière : Soient 3U. , OlV, 
0\C' trois points infiniment voisins de la surface S (non si- 
tués en ligne droite) , et M, M', M" les points correspon- 
dants de l'autre surface, les triangles OÏL OÏL' 0ÏL'\ M M' M'' 
doivent être semblables. 

Pour résoudre ce problème dans toute sa généralité, 
nous ferons d'abord les observations suivantes : Soient 
j:, y, z les coordonnées rectangulaires du point OÏL par 
rapport à un système d'axes rectangulaires quelconques, 
et soit 0^ un point infiniment voisin sur la même surface ; 

l'élément linéaire ds sera exprimé par \/dx^-hffy^ H- clz^ , 
X -h dx^j-h dy, z-^-dz étant les coordonnées du point X, 

et dz = -r- dx -{---- dy^ et l'on tirera les valeurs des 
dx dy ^ 

quantités ~? — de Téquatioii donnée de la surface. Los 

coordonnées .r, y sont deux variables indépendantes. 
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Imaginons maintenant qu'au lieu de ces deux variables 
indépendantes x, j^, on en introduise deux autres p, 9, 
liées par des équations connues aux quantités jc , j, de 
telle sorte qu'on pourra exprimer x, / par/?, çf; on aura 
évidemment 

dx ^ dx ^ , dy , dy , 

dx = -dp + -dq, cljr = -dp + -dq. 

Mais comme z est une fonction de x ci y^ z sera aussi 
une fonction de p et «7, et Ton aura donc aussi 

, dz j dz , 
dz =r — - dp -h-p-dq- 
dp dq 

Soient donc p^ q les valeurs de ces nouvelles variables 
indépendantes qui fixent la position du point 2PiL ^p-\-dp^ 
ç-hdq leurs valeurs pour le point Dl>'^ l'élément li- 
néaire DïLSf^ sera exprimé par 

z= s/E dp' 4- 2 Fdpdq 4- G dq^ , 
en posant, pour abréger : 

dx dx dy dy dz dz „ 

_j ri ^ y. z=z F 

dp dq dp dq dp dq. 



(I)'-(I)'- (!)■-■ 



L'expression^(i) sera donc l'expression générale d'un 
élément linéaire sur une surface courbe. Les quanti- 
tés dp , dq étant absolument indépendantes l'une de 
l'autre, cette expression pourra désigner un élément 
linéaire quelconque passant sur la surface courbe parle 
point 31Lj mais aussitôt qu'on suppose une relation entre 
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CCS quanti u's , cet élément appartiendra à une ligne courbe 
déterminée sur la surface. 

II. 

Soient, comme au § I, JH/ un point de la surface S, 
M le point correspondant de la surface 2; x, y,z]es 
coordonnées du point Oit *, x', j\ z' celles du point M 
rapportées aux mêmes axes ou à d'autres axes rectangu- 
laires. Par suite de la loi qui régit la correspondance de 
ces deux points, les quantités x' ^y\ z' seront fonctions 
des quantités x, j^, z, c'est-à-dire fonctions des variables 
indépendantes x, y. Ayant introduit les variables indé- 
pendantes p., q (qui pourraient très-bien être les quanti- 
tés x^y elles-mêmes) , on verra facilement que x\ y' ^ z' 
seront fonctions de/7, q aussi bien que x^y^ z. Les va- 
leurs p ^ q de ces variables indépendantes fixeront donc 
sur les deux surfaces les points correspondants OIL, M, et 
en passant de ces valeurs aux valeurs p-\-dp ^ q-i-dq^ on 
passera de ces points à deux points infiniment voisi|is X 
et N. Les éléments linéaires Uïl3f^ et MN seront dits élé- 
ments contes pondants , en désignant par là deux éléments 
passant par des points correspondants. Les quantités infi- 
niment petites dp^ <7^ restant absolument indépendantes 
Tune de l'autre , les points 0Î> et N peuvent être des points 
quelconques infiniment voisins de OU- et M. 

Soient maintenant ds l'élémentOlt^, ^S l'élément MN, 
et soit * 

(^) ;zr = '"' 

et supposons que cette équation ait lieu sans aucune rela- 
tion entre dp' et dq\ elle exprimera donc que deux élé- 
ments linéaires correspondants passant par les points cor- 
respondants Dïi , M ont toujours le même rapport entre 
eux, quelle que soit leur direction. Or, en désignant 



Digitized by 



Google 



( 25() ) 

par E\ F', G' des quantités absolument semblables aux 
quantités E, F, G , et qu'on obtient par les équations (2), 
on substituant k x ^ y ^ z les quantités x\ j\ z\ on 
aura 



et l'équation (3) donnera 
YJdp^'\-7.Y'dpdq-^Çr'dq''=:m^{Y.dp^^lYdpdq-irQfdq''\. 

Pour que cette équation puisse subsister indépendamment 
d'aucune relation entre dp et dq^ il faut qu'on ait 

(4) E'=/»'E, F' = w»F, r/ — m'G. 

Les équations (4) expriment donc la relation qui doit 
exister entre les quantités E, F, G, E', F', G', c'esi-à- 
dire entre x, j, r, x', y\ z\ pour que deux éléments 
correspondants quelconques passant par deux points cor- 
respondants aient entre eux le même rapport, quelle que 
soit leur direction. 

Or je dis que ces mômes équations (4) expriment aussi 
les conditions pour que deux couples d'élénients linéaires 
correspondants, DÏLDI^ Dïl3f(,* et MN, MN', passant par 
les points correspondants 31L et M, fassent entre eux le 
même angle. 

Car, soient p, q les valeurs des variables indépen- 
dantes qui fixent la position des points Oïl et M ; ;k; -4- dp, 
q ^ dq ces valeurs pour les points ^ et N^ p-i-dp'. 
q 4- dq' pour ^' et N'; on aura 

aiV^ï;> = v/Er//?2 ^ 7,Ydpdq -f- Gr/^S 
0[ldV=z s/Edp" + 2¥dp'dq' -+- Gdq"; 
MN =: s/E'dp'^ 2¥'dpdq -f- Gdq'y 



MN' =: s/E'dp'' -4- 2 F'dp'dq' H- G^V^ 

Soient a Tangledes deux éléments 3(\t3(^ et 31t X', a' celui 
des éléments MN et MN'^ on a, en désignant les coor- 
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Enfin, nous tirons de là celte conséquence, que les 
éléments triangulaires 2(^0\l^\ NMN' sont semblables, 
parce qu'on a 

OltX : DTLDV = MN : MN', 
a = a', 

c'est-à-dire que les éléments des deux surfaces passant par 
trois points infiniment voisins et ayant une forme trian- 
gulaire, sont semblables , ce que que nous avons supposé 
devoir être au § I. 

En substituant à p, q d^autres variables indépendantes, 
la même conclusion aura toujours lieu, pourvu qu'on 

ait —z=m^ indépendamment d'aucune relation entre 

ces variables indépendantes. 

III. 

Je dis maintenant qu'on pourra toujours trouver des 
variables indépendantes y et ^p , de telle sorte que 
ds = s/fi{df-i-d^*). Si l'on avait F =. o , E = G, les 
coordonnées^, (f rempliraient déjà cette condition, et elles 
seraient alors les coordonnées cherchées 9, ^. Mais, en gé- 
néral , ce cas n'aura pas lieu , et Ton trouvera les quan- 
tités (p, ^ de la manière suivante. Nous avons vu, § II, 
qu'on a ds* = Edp* -h 2,Fdpdq -4- Gdq* \ or il est 
facile de voir qu'on a, en désignant par 1 la quantité 

Y.dp^ -^ 7.Ydpdq 4- Gr/çr» 
= 4 {^dp-\'Ydq-^idqslm^¥A{^dp-\'Ydq--i\IV.(j-'V^)' 

Ci 

La quantité EG — F' est toujours positive , car on 
trouve 

\dp dq dp dq ) 
fdxdz dz r/j7\ 2 ( dy dz €lz dj\- 
\dp dq dp dq ) ' \dp dq dp dq j 
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quantité évidemment positive. Supposons maintenaui 
qu'on ait Téquation différentielle 

(5) Edp -h Fdq + idq v^EG — F^ = o ; 

il y aura toujours un facteur i^, de telle sorte qu'en mul- 
tipliant le premier membre de cette équation par ce fac- 
teur, ce membre soit une différentielle exacte (Moigno, 
Leçons sur le Calcul intégral, leçon XXIII)-, donc on 
aura 

v{Edp 4- Fdq-h idg ^EG— F') = dff -\- id^y 

(f et ^ étant des quantités dépendant de p et «7, qu'on 
saura toujours déterminer au moyen de 1 équation (5). 
Donc on a 

Edp 4- Fdq 4- idq y^ËG — F* = ^ (r/(p -h id^) , 

et , de même , 

Edp -h Fdq — idq v^EG — F» = -, {d<f 4- id^), 

où i^' sera égale à t^, si cette dernière quantité ne contient 
point de 1*. Donc on a . 

ce qui démontre qu'on peut donner kds]sL forme désignée 
ci-dessus. On pourra, de même, supposer 

dS' = H(r/<D2-h r/^2), 

4> et Y étant des quantités trouvées par l'intégration de 
l'équation 

E'dp -4- F'dq 4- idq \/E'G' — F'-^ = 0, 

'7' 
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ou d'une autre inauîèie quelconque. Prenons maiule- 
nant les variables ^, tp pour variables indépendantes; les 
variables 4>, V devront en dépendre en tant que les points 
des deux surfaces correspondent les uns aux autres, et 
en supposant que la relation dS^ = m^ds^ ait lieu in- 
dépendamment d'aucune relation entre dc^ et di^*^ les 
théorèmes du § II auront toujours lieu. Or cette relation 
nous donnera l'expression de 4> et Y en (p et i|^, de cette 
manière. 

L'équation rfS* = m^ds^ est 

c'est-à-dire, en posant 

nPh , , d^ ^ d^ ,, , dW ^ d'\ ,, 

— = A, d^=-d,-^-d^, d^:=-d,^-^, 

d'où il résulte 



, d^ rf* \2 /r/V dW \' 



^' ^ d^ d<b dW dW _ 

d<f d^ dff d^ 

La dernière de ces équations donne 

drf d ^ 

dW^'~"di^ 
dff d^ 

et en posant, pour abréger, une de ces fractions égale 



d^ __ dw d^ __ \ d'y 

d^ d(f d^ et. d -^ 
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Substituant CCS valeurs dans la première équation (7), on 



trouve 






^y_ I /^y 



fdj' 
^dif 

dW ^ I d'I' dW ^^^ _ »i„ ^^'^ . 

df a, d^ d-^ d(f d<f 

et, en remettant cette valeur dans la dernière des équa- 
tions (7), 

d<f d^ dt^ dtf d'^ dr^ 

Donc on a 

dW . r/* d^ dW 

puis 



d '^ dt^ d'^ d(f 



d(^-hi^) dH^.^d^P . d(^-\-mf] 

—i rr: IC ±i = ± l — -• 

d'^ df d^ d <f 

Posant , pour abréger, ^ 4- « ^ = ^, on a 

dz ^, . dz 

d -^ d(f 

équation aux diflérenticlles partielles dont Tîntégrale gé- 
nérale est 

(8) ^-^iW=/{^Zf.i-^>)y 

/'étant une fonction arbitraire. Quant au double signe q=, 
on peut se servir de l'un ou de l'autre. La fonction arbi- 
traire/étant déterminée, l'équation (8) donnera les va- 
leurs de 4> et Y en (jp et (|/, en égalant dans les deux mem- 
bres les quantités réelles et imaginaires. 
On tire de l'équation (8), 

r/4> -h id ^ = /' ((p =p i-^) [d^ ip id'^) , 
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n de là 










r/*'-hr/^' 


= /'(? 


Hh 


'•+)/' (?=t 


'^){'h' + 




dS' 
"" ds' 


h 
H 


="4= 


f'if + i^ 


d'où 











■ ''^'h 



(9) 



•=y/j/' (? + »»/' (?-/+), 



OÙ m exprime le rapport de deux éléments linéaires pas- 
sant par des points correspondants fixés par les valeurs (f 
et ^ des variables indépendantes. 

Ce qu'on vient de voir revient donc à ceci : 
Supposons qu'on ait introduit deux variables indépen- 
dantes (coordonnées) servant à déterminer la position 
d'un point quelconque sur une surface donnée, de telle 
sorte que chaque élément d'une ligne courbe sur cette 
surface soit exprimé par la formule ^h (^(p*-f- dip^) , ce 
que nous avons démontré être toujours possible 5 l'équa- 
tion (8) servira à déterminer les coordonnées indépen- 
dantes 4> et Y d'une seconde surface en fonction de ç et ^|/ , 
de telle manière qu'à chaque point de la première surface 
correspond un point de la seconde , et que les éléments 
triangulaires des deux surfaces passant par trois points 
correspondants infiniment voisins soient semblables, les 
quantités 4> et Y devant jouir de la même propriété, qu'un 
élément linéaire de la seconde surface puisse êti-e exprimé 
par^H(^4>«4-rfY*). 

Une des applications les plus importantes de cette théo- 
rie est l'application aux calculs de la haute géodésie; 
mais nous n'en parlerons pas ici, et nous n'indiquerons 
que rapidement l'application au tracé des caries géogra- 
phiques. 
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IV. 

Supposons que Tune des deux surfaces dont il a été 
question dans ce qui précède soit un ellipsoïde de révolu- 
tion, et l'autre un plan. Supposons, en outre, que Tellip- 
soïde ait été engendré par la rotation d'une ellipse autour 
de son petit axe 2Z> , et soit 2a sou grand axe. Supposons 
enfin les points de cet ellipsoïde rapportés à trois axes rec- 
tangulaires, dont l'origine soit au centre de Tellipsoïde et 
dont l'axe des z soit celui de rotation ; Téquation de l'ellip- 
soïde sera 

Soient maintenant X la longitude, j3 la latitude du point 
(j:,y, -^j [*]i en supposant que Tellipsoïde en question 
soit la surface mathématique de la terre; on trouvera 
facilement qu'on a 

flcos^LCOsp lïsinXcosp 

V^i— c'sîn'p \/i — ^'sin'p 

afi— e')sinS a^—b^ 

\/i — c'sm'p « 

de sorte qu'on peut regarder i et (3 comme les coordon- 
nées indépendantes (/? , </ au § I). 
On tire de ces équations , 

fU' — rt sin X CCS p dy a cos X cos p elz 

iljc — a cos X cos p (i — f!^) dy — a sin X sin p (i — e^) 

^P"~ v/(i— ^''sin^p)* ' ^^P"" \/(i— ^^sin»p)' 

dz /7COS p(i — 6'^) 

^^P "" v^(i — c'^sin^p)^ 

[*] La longitude ost l'angle que la courbe méridienne, cVst-à-dire la 
demi-ellipse passant par le point ( r, y^ z ) et dont le plan passe par l'axe de 



Digitized by 



Google 



( 264 ) 
cl de là (§1), 

1 — éf'sin'p' ' (i — tf'sin^p)^ 

L'équation différentielle (5) est, dans ce cas, 

donc 

— ,_i — ^^sin^P I _ <i»cos^p 

et , en multipliant par t^ , 

^^H-'-; ^^ : — hrr-- — ^ = «> 

(i— 6*''sin'P)cosp ' 

(i— e'sin^p)cosp • '' 

d'où il résulte 

Pour trouver cette intégrale , nous ferons sin jS = j: , et 
nous aurons 

J (i — e' sin' p) ces p "~ J (i — e' sin'^ p) (i — sin» p) 

(i~i?'a:'j(ï~.r=) 

[* I dx dx dx dx \ \ 

— I 1 ^ë" e" 1 ■ 

j \i-hx I — X I — ex 1 + ex/ 2(1 — €^) 

— _J_/ r <+sinp / i— gstap N^"'! 
"^2(1 — c') Li— sinp \i-h^sinp/ J 

= ^,.[..„,(45-^l,).(i^)-], 

rotation, fait avec une courbe méridienne déterminée, prise pour première 
méridienne; elle est comptée de à 36o degrés, et sur la terre, de l'ouest 
à l'est. La latitude, c'est l'angle que la normale à l'ellipsoïde dans le 
point {x, y,z) fait avec le plan des xy (l'équateur); elle est comptée sur 
la terre, du pôle sud au pôle nord» de — 90 à 4-90 degrés. 
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donc enfin , 

,.o,,=., +=,[,.„«(45.+;p).(^^)-]. 

Quant aux points du plan , nous les rapporterons à deux 
axes rectangulaires des x etj^, et nous aurons pour l'élé- 
ment linéaire sjdx^ 4- dj^^ faisons H = i , $ = j:: , Y ^=j \ 
donc Féquation (8) sera 

^, U'-=/h"H(45-*ip)-(fi^y']! 

équation qui déterminera les valeurs de x et ;^ par celles 
de X et (3 , c'est-à-dire qui donnera le point [x^ y) du plan 
qui correspond au point dont la longitude est X et la lati- 
tude j3 sur l'ellipsoïde. Quant à m , on trouve 



m 



= \Aj>..v[.n«(45.-;^).(i±2|)-"]| 



\ ^ « ces p 

En déterminant convenablement la fonction arbitraire/*, 
on trouvera les diverses méthodes employées pour le tracé 
des cartes géographiques, et Ton verra facilement qu'en 
déterminant ce tracé par cette équation, on satisfera à la 
condition la plus naturelle que la carte devra remplir, 
c'est-à-dire que les éléments de la carte soient semblables 
aux éléments qu'ils doivent représenter. 



Digitized by 



Google 



( 266 ) 

Pour ne pas compliquer les calculs, nous supposerons 
la terre sphérique de rayon a ^ alors nous aurons e = o , et 
l'équation (ii) sera 

(il') ^-h/^=/rx±//.tang(45«-.^p\l. 

V. 

Soit/'(jc) = Ax, k étant une constante; on aura par 
les équations (ii') et (12), 

xz=:k\, r =:dbX/ tang (45« — iôV //j = -. 

° V 21 / « ces p 

Nous choisirons le signe inférieur, et nous aurons 

x = k\y j= /-/. cotang (45° S), m=z -• 

^ \ 2 y a ces p 

11 suit de là que, tant que X est constant, x le sera aussi, 
et que j sera constant en même temps que j3; donc la 
carte sera telle, que les méridiens sont représentés par 
des lignes droites parallèles à l'axe des j", et les cercles de 
même latitude (parallèles à l'équateur) par des droites 
parallèles à Taxe des x. L'origine des x, y représente le 
point dont la longitude et la latitude sont zéro. L'axe 
des X (j = o) représente l'équateur, Taxe desy (x = o) le 
premier méridien. Quant à la valeur de m , elle est k pour 
les points sur l'équateur (|3 = o) , et elle devient d'autant 
plus grande que (3 se rapproche de ±90*^, c'est-à-dire dès 
qu'on le rapproche des pôles. Une telle carte ne peut donc 
jamais contenir les pôles. 

On aura déjà remarqué qu'une carte telle que nous 
venons de la décrire est une carte maritime exécutée d'a- 
près Mercator, 

Soity(a:)=/fe'*, k étant une constante; on trouvera 
k cos \ cos S /»• sin \ cos 6 k 

I + sin p I -I- sin p ~ /'i ( i -h sin p ) 

en ne retenant que le signe inférieur. 
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Il suit de là 

y =z X tang >, x" -f- /- = ^' tang' (45" — - - ) ' 

c'est-à-dire que les méridiens sont représentés par des 
lignes droites passant par l'origine des coordonnées, les 
parallèles sont représentés par des cercles dont le centre 
est à Torigine des coordonnées ; h est le rayon du cercle 
représentant Téquateur ([3 = 0)5 Toriginc des coordon- 
nées représente le pôle nord (i quelconque, |3 =go*^). 
L'axe positif des x (y = 0) représente le premier méri- 
dien, Taxe des j^ celui de 90 degrés. La valeur de m va- 

k h 
rie de - à — ; donc , la défiguration ne sera point très- 
grande. On sait que cette espèce de carte est une de 
i^elles par lesquelles on représente les hémisphères (pro- 
jection stéréographique , l'hémisphère boréal étant vu 
du pôle austral ) . 
Faisons enfin 

' e*' -h 1 

et retenons le signe inférieur; nous aurons 
k sin \ ces ô k sin B 

X = ' — , y rrr ■ t 

I -h ces X ces P I -h cos X ces p 

k 



rt ( I -H cos X cos p ) 
et, par suite, 

^* -H jM- 2 kx cetang X = /% 

2.k 

sm p 
Donc les méridiens seront représentés par des cercles 

de rayon variable -: — r 5 dont les coordonnées du centre 
■^ sm A 

sont — A' rotang J.J o\ les parallèles seront représentés 
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aussi par des cercles de rayon variable A colang (3, et dont 

les coordonnées du centre sont o, -: — r- 

' smp 

L'origine des coordonnées est le point j3 = o, i = o -, 

l'axe des x l'équateur (^ = o, j3 = o), Taxe des r le 

premier méridien (x=o, i = o). Quant à la valeur 

de m, elle varie de - à — • On sait que cette espèce de 

carte est employée pour les mappemondes (projection 
stéréographique, l'hémisphère étant vu d'un point de 
Téquateur). 

Gomme il s'agissait seulement d'indiquer rapplication 
des principes exposés aux §§ I et III, nous n'ajouterons 
rien à ce qui précède , et nous ferons remarquer seule- 
ment que ces principes reçoivent leur application dans 
la ihçorie des calculs de haute géodésie, et que M. Gauss 
en a exposé les éléments dans ses recherches inti- 
tulées ; Uniersuchungcn ûher Gegenstànde der liàhern 
Geodœsie, 



CéONÉTRIE DESCRIPTIVE. — EXECUTION DES ÉPURES 

(Extrait d'une Lettre à M. ïerquem); 
Pak m. BARDIN, 



Depuis quelque temps, mon cher collègue, j'ai de 
nouibreux rapports avec des candidats aux prochains con- 
cours. Je trouve ces jeunes gens généralement bien pré- 
parés sur les méthodes générales ; mais pour ce qui regarde 
l'exécution des épures, ils sont sans industrie graphique. 
Aussi le plus petit incident les embarrasse-t-il. Or celle 
industrie leur est nécessaire aujourd'hui que, renonçant 
à reproduire les épures gravées des auteurs, ils se livrent 
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à l'imprévu des solulious entreprises sur des données 
choisies par eux , et pas toujours heureusement choisies ; 
donc je crois faire une chose utile en vous communiquant 
quelques-uns de ces petits moyens qui me paraissent 
ignorés. 

Dans le choix des données et dans leurs constructions , 
les élèves font un usage exclusif de la représentation des 
plans par leurs traces. Quoi de plus incommode, cepen- 
dant, que ces lignes qui tombent presque toujours en 
dehors du cadre de leurs épures , et qui allongent les opé- 
rations! Dès 1826, aux leçons des cours industriels de 
Metz, je remplaçais les traces par deux droites se coupant 
et respectivement parallèles aux traces-, de sorte qu'un 
plan était donné par l'angle (HAV—H'A'V'), ( AH— A'H') 
étant une parallèle au plan horizontal , ( AV — A' V) une 
parallèle au plan vertical, et (A — A') leur point de rencon- 
tre. Ces deuxlignes remarquables, qui représentent si bien 
le plan, je les nommais 17/ on//g:«e et la vertiligne (*) du 
point A de ce plan, croyant avoir satisfait aux lois de l'eu- 
phonie et deTétymologie. Si ces deux noms vous paraissent 
bien constitués et viables, aidez-les à faire leur chemin dans 
l'enseignement, où ils éviteraient la redite fastidieuse de 
ces deux longues désignations : la parallèle au plan hori- 
zontal ei la parallèle au plan vertical (**), Rien de plus 
facile, d'ailleurs, que de passer de la représentation par 
les traces à tout autre mode de représentation, soit par 

(*) Dans le syalème des projections rectangulaires, il passe partout 
point A d'un plan quatre droites remarquables: une parallèle au plan 
horizontal et une parallèle au plan vertical, qui définissent ensemble le 
plan donné , un des plans en nombre infini qu'on peut imaginer par le 
point A; une droite de plus grande inclinaison sur le plan horizontal et une 
droite de plus grande inclinaison sur le plan vertical, dont une seule suffit 
pour définir le même plan. 

(**) Accepteriez-vous le nom de diaplane que je donnais à la droite 
d* intersection de deux plans ? Vous aimez peu les néologues , je le sais. 



Digitized by 



Google 



( *^7« ) 
un triangle ou par toute autre figure plane , soit par rUo- 
riligne et la vertiligne, soit par une trace et une indi- 
naisou , soit par la droite de plus grande inclinaison sur 
l'un des plans de projection, etc. 

Revenant aux traces , je m'étonne de ne pas trouver les 
élèves plus exercés à déplacer les plans de projection , par 
exemple à relever le plan horizontal et à rapprocher le 
plan vertical, comme le besoin s'en fait fréquemment 
sentir, notamment pour ramener dans le cadre des épures 
les constructions qui s'en échappent j et à faire des pro- 
jections auxiliaires^ qui donnent de si élégantes simpli- 
fications, ou tout au moins des vérifications promptes à 
réaliser. L'énoncé suivant , dans lequel se résume presque 
tout le chapitre de la ligne droite et du plan , en offre un 
exemple : « Construire les projections d'une pyramide 
tronquée dont la position et les dimensions sont détermi- 
nées, et en calculer le volume. » 

Après avoir construit les projections d'un polygone égal 
en vraie grandeur à la base de la pyramide 5 après avoir 
élevé au plan de ce polygone une perpendiculaire égale à 
la vraie hauteur de la pyramide , et en avoir déduit immé- 
diatement les projections de ce corps , il faut tronquer ce 
même corps par un plan donné de position*, le tronquer, 
je suppose , par un plan perpendiculaire à l'une des arêtes 
latérales, et distant du sommet d'un certain nombre de 
centimètres , plus ou moins , selon la grandeur de la pyra- 
mide. C'est cette dernière opération qu'on simplifie beau- 
coup en ayant recours à une troisième projection sur un 
plan perpendiculaire à une horiiigne du plan de tronque- 
ment , ou , si la place manque pour le rabattement de cette 
projection , sur un plan perpendiculaire à une vertiligne ; 
projections dans chacune desquelles la face de troncature 
se réduit évidemment à une droite , particularité d'où naît 
précisément la simplification énoncée , qui est de plus un 
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procédé général. On le trouve recommandé dans la section 
plane d'un cylindre. 

Qu'on substitue à la pyramide un prisme, et la série 
des opérations précédentes reste 5 le résultat est un prisme 
tronqué. 

Il est un autre procédé de tronquement aussi facile à 
exécuter, en quelque sorte , qu'à concevoir. Soit à tron- 
quer une pyramide quadrangulaire S.ABCD dont les 
projections font connaître les deux plans diagonaux ASC, 
BSD , et leur droite d'intersection SO : trois points rt, è, c 
étant pris à volonté sur les trois arêtes SA, SB, SC, on 
en déduit immédiatement : 1° une diagonale ac de la face 
cherchée et sa rencontre o avec SO; a** la seconde diago- 
nale bo qui coupe la quatrième arête SD au point d où 
cette arête va rencontrer le plan des trois points a, Z?, c, 
et achever le tronquement. Si la pyramide donnée était 
pentagonale , on la décomposerait en deux autres , Tune 
quadrangulaire et l'autre triangulaire, etc. Ce procédé, 
qui s'applique aux prismes comme aux pyramides, et, 
par suite, aux cônes et aux cylindres, fournit le moyen 
de construire avec une extrême promptitude les projec- 
tions d'un polyèdre quelconque , en partant d'un prisme 
ou d'une pyramide, et de se donner dans l'espace une 
section conique, en l'appuyant sur la surface d'un cône 
droit ou oblique. 

De peur de m'étendre trop, j'en resterai là d'un sujet 
auquel j'ai à peine toucbé, et je donnerai l'énoncé de 
ce que Ton pourrait appeler une épure générale j épure 
qui doit être faite par plusieurs élèves traitant en commun 
une même question générale. Reprenant l'énoncé précé- 
dent , pour assujettir le polygone de la base à la condition 
d'occuper sur le plan donné une position telle, que l'un 
de ses côtés fasse un angle déterminé avec le plan hori- 
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zontal de projection , et supposant construites les projec- 
tions de la pyramide, je demande : 

I**. De développer la surface du solide polyédral , et, à 
l'aide du développement convenablement découpé et plié, 
d'exécuter en relief ce solide. — On s'assure, par cette 
facile stéréotomie en papier, que le corps obtenu est exact, 
c'est-à-dire qiie sa surface se ferme sous le nombre déter- 
miné de ses faces. 

2*^. De construire, en se servant du développement, 
l'angle qui mesure l'inclinaison de deux faces contîguës. 
-;— On a alors les données ïiécessaires pour expliquer com- 
ment ce corps peut être exécuté , non plus par sa surface, 
mais en une matière solide, et pour faire comprendre en 
peu de mots le triple objet de la géométrie descriptive , qui 
est de concevoir par la pensée une forme définie, de la 
représenter à l'aide des procédés du dessin dés projec- 
tions , et de l'exécuter en relief. Les élèves , s'ils étaient 
convaincus de bonne heure de l'utilité et même de l'im- 
portance du dessin des projections, se livreraient avec 
plus d'intérêt aux exercices de cet art. 

3°. De mesurer la plus comte distance qui sépare deux 
arêtes non situées dans un même plan . 

4**. De faire subir au solide pyramidal quelques mou- 
vements géométriques simples , par exemple un mouve- 
ment de transport parallèle , ou bien un mouve\nent de 
rotation autour d'un axe horizontal, vertical ou quel- 
conque, et€. 

5^. De supposer le corps éclairé par des rayons paral- 
lèles ou par un centre lumineux rayonnant, et de déter- 
miner géométriquement les parties de la surface et des 
plans de projection qui sont privées de lumière. 

6^, De déduire du plan et de l'élévation du corps ainsi 
éclairé, une projection concourante ou perspective dont 
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le plan de projection et le point de concours sont don- 
nés, etc. 

On pourrait demander que la pyramide fût appuyée 
sous le plan donné au lieu de l'être au-dessus, ou bien 
encore qu'elle fût creusée dans le plan , comme elle le 
serait sur une des faces d'un solide polyédral. Toutes les 
opérations resteraient les mêmes , le résultat seul se pré- 
senterait différemment. Ce qui précède suffit pour mon- 
trer quelle variété sans bornes , pour ainsi dire , on ren- 
contre dans les questions qui fournissent des sujets aux 
épures de la géométrie descriptive. 

Les sections planes du cône du second ordre, qu'on 
peut réunir sur une même feuille, sans confusion dans 
le résultat et sans complication dans le travail graphique, 
offrent l'exemple d une épure générale facile à faire par 
un même élève. Il en existe beaucoup d'autres. 

Note. Les principes de la stéréotomie des polyèdres sont très-claire- 
ment exposés dans les Leçons nouvelles de Géométrie descriptive que vient 
de publier M. le professeur A. Amiot. Cet ouvrage est rédigé dans le 
même esprit que la Géométrie du même auteur, dans un très-bon esprit. 
Des changements opportuns dans les plans de projection sont indiqués 
avec soin ; ces changements sont la base des épures de la charpente; on y 
rencontre aussi ce qu'il est nécessaire de savoir sur les contacts et les in- 
tersections des surfaces pour exécuter avec intelligence les épures de la 
coupe des pierres. La marche est didactique et les raisonnements visent 
à la rigueur. C'est le cachet des professeurs universitaires. Puissent«ils le 
conserver! Odi profanum vulgus et arceo, telle doit être la devise de l'Uni- 
versité. Il s'agit de repousser la vulgarité des idées, les quasi-raisonne- 
ments, qui énervent et faussent la raison. La logique utilitaire est aussi 
funeste, dans l'enseignement classique, que la morale utilitaire dans 
l'éducation publique et privée. Ce n'est ni cette logique ni cette morale 
que professe le vertueux recteur de l'ancienne Université, dans son Traité 
des Études. 
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SOLUTION DE LA QUESTION 254 

(TOIr t. XI, p. 115); 

Par m. l'abbé L. CLAUDE, 
De la maison ecclésiastique de Vais (Haule-Loire). 



Soient, dans un même plan, 

A, B, C, trois points situés sur la droite X ; 
A', B', C, trois points situés sur la droite X'; 
k'\ B", C, trois points situés sur la droite X". 

Formons un système de neuf droites, 
M A.\ B'B", C'C", 
A" A, B''B, C"C, 
AA', BB', ce, 

où AA' est la droite qui passe par les points A et A', ei 
ainsi des autres. 

Formons encore un système de neuf points, 

B' B" . C C", C C" . A' M\ A' A' . B' B", 
B'B.C'C, C'CA^A, A'A.B'B, 
BB'.CC, CC'.AA', AA'.BB', 

oùB'B".C'C" est le point d'intersection des droites B'B' 
et ce, etc. 

Si les points de l'une quelconque des colonnes verti- 
cales sont en ligne droite, les points des deux autres 
lignes verticales sont aussi en ligne droite-, les trois 
droites se rencontrent en un même point (*), et les trois 
droites X , X', X" se rencontrent aussi en un même point. 
La réciproque a lieu. 

(*) Ou sont parallèles entre elles. Cette addition doit être faite partout 
où il est sujet de la convergence de trois droites en un même point. [Voir 
le corollaire du lemme i.) 
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Soient, dans un même plan, 

A , B , C , trois droites concourant au point X ; 

- A', B', C, trois droites concourant au point X'; 

A", B", C", trois droites concourant au point X". 

Formons un système de neuf points (tableau i), où 
A' A'' est maintenant le point d'intersection des droites 
A' et A'', et ainsi des autres. 

Formons encore un système de neuf droites (tableau 2), 
où B'IV, ce est maintenant la droite qui passe par les 
points B'B" et C'C", etc. Si les droites de Tune quelconque 
des colonnes verticales concourent en un même point, il 
eu sera de même des droites des deux autres colonnes 
verticales, les trois points de concours sont sur une 
même droite, et les trois points X, X', X'' sont aussi sur 
une même droite. La réciproque a lieu. 

Donner une démonstration géométrique sans figure, 
ou une démonstration algébrique sans calculs. (Cayley.) 

1 . Lemme, Deux triangles quelconques étant tellement 
disposés sur un plan, que leurs sommets respectifs s'ap- 
puient , deux à deux , sur trois droites convergeant en un 
même point, les côtés opposés aux sommets qui se corres- 
pondent iront concourir, dans le même ordre, en trois 
points situés en ligne droite. (Poncelet, Propr, project,^ 
sect. II, chap. I.) 

2. Corollaire. Si les trois droites, au lieu de converger 
en un même point, sont parallèles entre elles, la même 
propriété a lieu. Cette proposition est manifeste par la 
considération des limites. 

3. Lemme, Réciproquement, si ces côtés concourent, 
deux à deux, en trois points situés en ligne droite, les 
droites qui joignent dans le même ordre les sommets cor- 
respondants des triangles iront converger en un même 
point (ou seront parallèles). (Poncelet, id,) 

18.. 
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4. Théorème 1. /)i^//io//.ç/rrtf/o//. Supposons les points 
de la première ligne verticale en ligne droite; ces trois 
points sont les sommets de trois triangles dont les autres 
sommets respectifs B et C, B' et C, B" et C s'appuient 
sur les trois droites X, X', X''. Donc (lemme 3) ces trois 
droites sont parallèles ou convergent en un même point. 
Les d^ux triangles A A' A'', CC'C ayant leurs sommets 
respectifs sur les trois droites X,X', X'' parallèles ou 
convergeant en un même point , les côtés opposés aux 
sommets correspondants iront concourir dans le même 
ordre en trois points situés en ligne droite (lemme l ou 2) ; 
donc les trois points de la seconde ligne verticale sont en 
ligne droite. Il en est de même de ceux de la troisième, 
puisque les triangles AA'A'', BB'B" ont leurs sommets sur 
les mêmes droites X , X', X''. 

Désignons par D, D', D" les trois droites que nous ve- 
nons de former, et considérons deux des trois triangles 
dont les sommets s'appuient, deux à deux, sur ces trois 
droites, par exemple les deux triangles 

(B'B^X'C", C'C".A'A% A'A".B'B") 
et 

(B"B.C"C, C'C.A'A, A"A.B"B), 

dont les sommets respectifs sont les points des deux pre- 
mières lignes horizontales (tableau 2). Leurs côtés con- 
courent, deux à deux, aux trois points A'', B", C", situés 
sur la droite X''. Donc (lemme 3) les droites D, D', D' 
convergent en un même point ou sont toutes trois paral- 
lèles. 

5. Réciproque, Si les trois droites X, X', X" sont pa- 
rallèles ou concourent en un même point, les points de 
l'une quelconque des colonnes verticales sont en ligne 
droite, et ces trois droites sont parallèles ou se rencon- 
trent en un même point. 
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Celle réciproque a déjà élé démonlrëc, puisque c'esl 
sur elle que nous nous sommes appuyé pour démon irer 
que les poinls des deux dernières colonnes verticales 
étaienl respeciivement en ligne droite. 

6. Théorème IL Ce théorème n'étant que le corrélatif 
du préccîdent , s'en déduit immédiatement d'après la théo- 
rie de la corrélation des figures^ nous allons toutefois en 
donner la démonstration directe. 

Démonstration, Supposons que les droites de la pre- 
mière colonne verticale soient parallèles ou convergent 
vers un point P; les sommets des deux triangles 

(B'B% B'B, BB') 

et 

(C'C", C"C, CC) 

s'appuient sur ces trois droites; donc (lenime 1 ou 2) les 
poinls de concours X, X', X'' des côtés respeclifs sont en 
ligne droite. Les côtés des deux triangles 

(C'C", C*C, CC) 
et 

(A' A", A''A, AA') 

concourent, deux à deux, en ces points^ par conséquent 
(lemmc 3) , les droites delà seconde colonne verticale 
concourent en un même point P' ou sont parallèles; il en 
est de même des droites de la troisième colonne verticale. 
Supposons que ces trois systèmes se composent de 
droites non parallèles entre elles, mais concourant res- 
pectivement aux points P, P', P''. Les deux triangles ayant 
pour côtés respectifs les droites des deux premières lignes 
horizontales (tableau a) ont leurs sommets s'appuyant 
deux à deux sur les trois droites A'', B'', C" qui concourent 
en X''. Donc (lemme 1) les trois points P, P', P", où 
vont concourir les côtés correspondants, sont en ligne 
droite 
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7. Réciproque. Si les trois points X, X', X'' sont en 
ligne droite, les droites de Tune quelconque des lignes 
verticales sont parallèles entre elles ou concourent en un 
même point , et dans ce dernier cas , les trois points de 
concours sont en ligne droite. 

Cette réciproque a déjà été démontrée. 



QUESTION 248 (Goldbach); 

Par m. Ph. BÉDOS, 

Élève en mathématiques supérieures, maison de TAssomption à Nîmes. 



4mn — m — i ne peut être un carré (sous-entendu m 
et n étant des nombres entiers). 

Démonstration, Soit ^mn — m — i = a^. Si je dimi- 
nue m et n de m" et n'', le premier membre de cette équa- 
tion diminuera de 4 mn"-\- ^nm" — 4 ''*"«'' — w", et pour 
qu'après cette diminution l'expression devienne (a — i)*, 
il faut que 

é^mn" -^ ^nm" — ^ni" n" — m" :=:o.a — i . 

De celte équation je tire 

4/ï = J, 9 

m — m 
^n" = 4/2 - I + -î — ^ ; 



et, en posant 

m" = 4 '"^ — î>. rt 4- I , 
on a 

On a donc pour w'' et v!' des valeurs entières ; d'où il suit 
que si a? est un carré contenu dans la formule donnée, 
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(a — 1 )' y btva aussi contenu. On arrivera ainsi aux 
premiers earrcs 4 et i. En posant 

4 mn — m — i =:r i , 
on a 

2 

m = 7 5 

4'î — 1 

équation résolue en nombres entiers en faisant 

Mais si je pose 

4 /nn — m — i =r 4 , 
d'où 



4«~i 

cette équation ne peut être résolue en nombres entiers. 

Donc la formule donnée ne peut contenir le carré 4 ni 
aucun carré supérieur -, elle contient le carré i , et aussi , 
si l'on veut , le carré o , en faisant « = o et m = — i . 

Démonstration d'Euler, 

1. Lenime, La somme de deux carrés n'admet pas de 
diviseur de la forme 4'î — i (Fermât). 

2. I/équation 

4 mn — m — i = « • 

est impossible*, il s'ensuivrait que 

(û H- I 

m = -, 7 

4« — I 



ce qui est contraire au théorème précédent. 

3. 
donc 



3. Corollaire, y est un nombre fractionnaire: 

4« — I 



rt' H- I à^ -\- in 



^n — i 4 '^ — I 
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est aussi un nombre fractionnaire, ou bien 



/\n — 1 



= nomb. fract.; 



delà 



ou bien 



de là 



ou 



-7 h « = -7 — =i noitiD . tract , 

4« — I ^n — I 



= nomb . fract . ; 



4" 



-I 



j h «' = -} = nomb. fracl. , 

4 /î — I qn — I 



=: nomb . fract . ; 



4/î — ï 
et , en général , 



4^ — I 

ne peut être un nombre entier m , où a est un nombre 
entier positif; donc l'équation 

4/w« — m -^ n ■=. a"^ • 

est impossible ; ainsi a* H- n^ n'admet pas de diviseur de 
la forme ^n — i . 

4. Euler se sert du signe zn pour désigner l'impossibi- 
lité; ainsi x'"H-j"'in 2'", lorsque m n'est pas égal à 2, 
exprime un théorème de Fermât. Ce signe très-commode 
est de Goldbacb ; il n'a été admis, que je sache, que par 
Euler. C'est une impossibilité d'un autre genre que l'ima- 
ginarité. 
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DÉMONSTRATION flÉONÉTRIQliE Dl! PARALLÉLOGRAMME DES 
FORCES ET THÉORÈME SUR DES FORGES CONCOURANTES; 

D'après M. MOBIUS. 



1. Lertime. Étant donné un système de cercles, dans 
le même plan et passant par le même point 5 sî par ce 
point on mène deux sécantes , elles interceptent sur les 
cercles des arcs semblables. 

2. Lemme, Mêmes données 5 si l'on mène par le point 
commun une sécante , et que par tous les points où cette 
sécante rencontre les cercles, on prenne respectivement 
sur chaque cercle et du même côté des arcs semblables , 
les extrémités de ces arcs ainsi obtenues sont sur une 
droite passant par le point d'intersection commun. 

K 




3. Lemme. Soit le parallélogramme ADBC : sur les 
côtés DA , DB et sur la diagonale DC , comme diamètre , 
on décrit trois circonférences ^ désignons ces trois circon- 
férences par les lettres A , R, C : menant par le point D 
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une sécante qui coupe la circonférence 

A en n, 
B en b , 
C en c, 

ona : i". T>c = T>a-hDb, 

2°. Le coté AC passe par Tintersection H des cercles A et C, 

BC E BetC, 

la diagonale AB I AetB. 

3^. La corde DEsous-lend dans le cercle B un arc DFE 
qui mesure le double de Tangle DBE=2.ADB, et la 
même corde DE sous- tend dans le cercle C un arc DGE 
qui mesure le double de Fangle DGE = 2. ADE. 

4. Théorème. Si dans le parallélogramme ADBC, 
les côtés DA, DB représentent en grandeur et en direc- 
t/on deux forces appliquées en D, la diagonale DC 
représente en grandeur et en direction la résultante 
de deux forces représentées par les côtés. 

Démonstration. Mêmes données et mêmes construc- 
tions que dans le lenime 3. Deux cas sont à distinguer : 

y cas. Le rapport de chacun des angles ADC, CDB à 
l'angle droit est rationnel. Supposons donc la circonfé- 
rence divisée en m parties égales, et que ADC, CDB ren- 
ferment respectivement p et q de ces parties , de sorte que 
Tangle ADB renferme p-^q de ces parties-, concevons 
maintenant qu'on partage chacune des trois circonfé- 
rences A , D , B en m parties égales , et que le point D soit 
un point de division dans chacune. L'arc DFE , qui me- 
sure l'angle 2 ADB (lemme3) renferme donc 2 (p-hq) 
de ces divisions , et le point E est un point de division 
dans le cercle B; par la même raison , il est un point de 
division dans le cercle C, car l'arc DGE, mesurant le 
double de Tangle ADC, renferme 2p de ces parties. D 
étant un point de division dans le cercle A , il s'ensuit 
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que la sécante DE contient un point de division de cha- 
cune des trois circonférences. Donc, en vertu du lemme 2 , 
le x*^"** point de division du cercle A , le (j: -♦- ^pY'"*" du 
cercle C, le (x-\- 2p-\- 29)'^'"* dans le cercle B, sont en 
ligne droite avec le point D, et la portion de cette droite 
interceptée par le cercle C est égale à la somme des coi des 
interceptées par les cercles A et B (lemme 3). Cela posé, 
menons du point D des droites aux m — i autres points de 
division du cercle A , et supposons que toutes ces cordes 
représentent en grandeur et en direction des forces appli- 
quées en D. Faisons de même dans le cercle B et le cercle C 5 
a , i , c étant des points de division en ligne droite avec D, 
la force D c est la résultante des forces DaeiDb (lemmeS) . 
Soient a , j3 , y les résultantes respectives des forces agis- 
sant dans les cercles A , B, C ; il est évident que y est la ré- 
sultante des deux forces a et jS. Or, le diamètre DA , axe 
de symétrie par rapport aux points de division du cercle A , 
représente en direction la force a ; par une raison ana- 
logue , les diamètres DC , D6 sont les directions des forces 
y et j3-, mais les cercles, avec les systèmes de cordes, sont 
des figures semblables -y donc les forces a^ ^, y sont pro- 
portionnelles aux diamètres DA , DB , DC : de là les forces 
représentées en grandeur et en direction par DA et DB 
ont pour résultante une force représentée en grandeur et 
en direction par la force DC. C. Q- F. D. 

2® cas. Le rapport des angles ADC , CDB à Tanglc 
droit est irrationnel. On démontre ce second cas à l'aide 
du premier, par les méthodes connues. 

4. Théorème. Soit un système de forces dans l* es- 
pace j agissant sur un point et représentées par des Ion-' 
gueurs données^ ainsi que leur résultante. SiVon^décrit 
des sphères sur toutes ces longueurs comme diamètres, 
et que Von mène par le point de concours des forces 
une sécante quelconque y la portion de celte sécante in- 
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fcrccptca par la sphère ilccrifc sur la rcsullanfc , a^t 
égale à la somme algébrique des portions interceptées 
par les autres sphères. 

Cette ingénieuse démonstration et ce beau théorème, 
qui établissent une nouvelle connexion entre la méca- 
nique et la géométrie . sont dans Touvrage allemand inti- 
tulé : Lehrhuch der Statik, publié en 1837 à Leipsig, en 
deux vol. in-8, par M. Auguste-Ferdinand Môbius, pro- 
fesseur d'astronomie à Leipzig. C'est un Traité complet de 
statique, déduite par une logique sévère, d'un seul prin- 
cipe. Le célèbre professeur, prenant pour point de départ le 
couple, en fait découler toutes les propositions de Téquili- 
bre des forces dirigées d'une manière quelconque. Le cou- 
ple! magnifique création française.^ admirable de simpli- 
cité, de lucidité, de fécondité, et toutefois on prétend Je 
proscrire au bénéfice de la nuageuse conception des Jbrces 
^u'ues^ sous le nom commercial de quantités de traitai/. 
Dans cet ouvrage , on ne parle nullement des macliinos: 
excellente omission. La théorie des machines doit trouver 
sa place dans la dynamique , et pas dans la statique , qui 
ne peut en donner que des notions insuffisantes , sujettes 
à de graves erreurs qu'Euler a signalées depuis longtemps ; 
mais à cause de cela, vouloir supprimer la statique est 
une entreprise folle et anti-pédagogique. De même que 
l'arithmétique n'existe pas uniquement pour des opéra- 
tions de banque, ou la géométrie pour des levés de ter- 
rains, de même la mécanique n'est pas renfermée dans 
les ateliers et les usines. Que des hommes devant leur 
existence, leur réputation aux ateliers et aux usines, 
veuillent nous faire croire que les engins et les machines 
sont seuls dignes de nos considérations, je le conçois 
très-bien 5 mais que ces intérêts individuels doivent servir 
de régulateur à l'enseignement général , c'est ce qu'on ne 
me fera jamais comprendre. Tout ceci me fait penser à la 
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Chine. Dans ce céleste empire, la lecherche du beuu^ du 
vrai, en un mot la recherche d(î Vutilité morale n'est 
pas le but 5 mais la recherche de Vut/litc matérielle, 
corporelle, immédiate, tel est Tunique but. Voici com- 
ment s'exprime à ce sujet un des hommes les plus savants, 
les plus judicieux de France, célèbre chimiste, excellent 
écrivain : 

(( Une nation remarquable par son antiquité, sa popu- 
lation et l'habileté qu'elle a montrée dans la pratique des 
arts utiles, est le peuple chinois. Ce qu'il a voulu autre- 
fois , il le veut encore aujourd'hui ; c'est \ application , 
c'est Y utilité immédiate des choses. Mais ni les arts chi- 
miques ni les arts mécaniques ne peuvent atteindre à la 
perfection où ils sont parvenus dans l'Europe occidentale , 
sans Télude des sciences mathématiques, physiques cl 
chimiques cultivées au point de vue de la plus grande 
abstraction possible, parce que cette étude donne seuh^ 
les moyens d'assujettir les procédés des arts aux préceptes 
et aux règles qui en assurent Texécution , en même temps 
qu'elle seule préside à la confection de toute machine et 
de tout instrument de précision , sans lesquels les progrès 
des sciences du monde extérieur sont impossibles. C'est 
donc parce que cette étude a manqué à la Chine , que le 
développement de l'industrie y a été borné aux progrès 
que chaque art a dus aux uniques efforts des ouvriers qui 
l'ont pratiqué. 

» Si nous considérons maintenant que les fonctions 
de l'administration de ce pays sont exclusivement dévo- 
lues aux lettrés, et que ce titre, loin d'être un privilège 
aristocratique, appartient à tout individu , quelle que soit 
son origine , qui fait preuve publique d'un sa^^oir suffi- 
sant pour être jugé digne de l'obtenir, on voit qu'il n'y a 
plus de motifs pour que cet individu porte son attention , 
sa pensée sur des objets dont l'étude ne le conduirait à 
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rien ou ne lui donnerait pas les avantages qu'il est sûr 
d obtenir en s'engageant dans une voie connue , qui , tou- 
jours ouverte au savoir, a dû être l'objet constant de son 
ambition. Les lettrés, appliquant leurs facultés intellec- 
tuelles à l'administration , ne sont plus tentés de se livrei* 
à des spéculations philosophiques qui , pour eux, seraient 
absolument stériles , parce qu'elles manqueraient d'utilité 
immédiate. Les deux causes qui, jusqu'ici, se sont inces- 
samment opposées aux progrès des arts et des sciences à 
la Chine, expliquent parfaitement le fait, si étonnant au 
premier abord, que les Chinois, après avoir eu connais- 
sance de la poudre à canon , du papier, de l'imprimerie et 
de l'aiguille aimantée, longtemps avant les Européens, 
ont été bien loin pourtant d'en tirer le même parti que 
ces derniers, soit que Ton ait égard aux perfectionnements 
apportés à ces découvertes, soit qu'on ait égard à l'in- 
fluence exercée par elles sur Tétat de la société dans les 
deux populations.)) (Journal des Sai^ants^ i845, p. 33i- 
332.) 

Il y a sept ans que l'illustre M. Chevreul parlait ainsi du 
système scolaire chinois , et prophétiquement d'un autre 
système que je n'ai pas besoin de nommer. Qui est l'auteur 
de ce système impie? Forgueil. On ne se rappelle jamais 
ce que disait, il y a dix-huit cents ans, une puissante 
intelligence maniée par un divin caractère : a e; y«6 J-qku 
Ttç fhutrtf ftiji'tv fi»», tuvTov ^ptvtcTrctTec \ car si quelqu un s'es- 
time être quelque chose , il se trompe lui-même^ parce 
qu'il nest rien. )) (Saint Paul aux Galates^ ch. VI, 3.) 
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SOLUTION DE LA QUESTION M 

(¥Oir t. IV, p. 319) ; 

Par m. a. FRANCK, élèvk, 

Institution Coulant. 



Par un poinl O donné dans un angle ASB, on mèno 
une sécante AB terminée aux côtés de l'angle. Sur AB ou 
construit un triangle ABC semblable à un triangle donné. 
On demande le lieu du sommet C. 



-x 



K B M 

Solution, Prenons pour axes des x et des y les côtés SB 
et SA de l'angle -, soient 

X ely Tabscisse et l'ordonnée de C , 

p eiq l'abscisse et l'ordonnée de O , 

N et M les pieds de l'ordonnée et de l'abscisse de C , 

K et I les points correspondants des coordonnées de O. 

Désignons de plus par m sin A , m sin B , m sin C les 
côtés du triangle ABC respectivement opposés aux angles 
A, B et C5 par l'angle des axes, et par o) l'angle CBM 
du côté CB avec Taxe des z. 

En considérant successivement les quatre triangles 
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CIVIB, CNA, 0KB et OIA, nous aurons les relations 



m sin A sin &) 


w sin B ( Ô H- C — w ) 

.r := : — •) 

srn© 

;;sin9 


^- sin 9 ' 

<7sin0 
^^-sîTTfB+T)' 


sin(BH-w-- Ô) 



Ajoutant les valeurs de OB et de OA, îl viendra 
nn^HA — «,cinr sin9[ysin(B-- Q-Ha))-+-/?sin(B -f-t^) ] 

OB + O A = m Sm C = : — -rr: ^ — : — tz: TT * 

sin(B-hw) sin(B + w — ô) 

Si nous divisons entre elles, membre à membre, les 
équations donnant les valeurs de x et de ^ en fonction 
de 0) , nous aurons 

(i) jsinBsin(0 + C — w) = jrsin Asinw, 

Multiplions membre à membre les équations qui don- 
nent j^ et msinC^ remplaçant x par sa valeur, nous 
aurons une seconde équation ne contenant plus que des 
lignes trigonométriques de l'angle o) , et qui est 

(2) =r/sinCsin(B-h wjsin (B — - -h w) 

= sinAsin w[<7 sin(B — Ô-h «)-!-;? sin (B 4- &>)]. 

Il s'agit maintenant de tirer des équations (i) et (2) une 
relation entre x et y, indépendante de l'angle ûù. Pour 
cela développons ces équations , en posant pour plus de 
simplicité 0-+-C=9 etB — 0==^|/5 nous aurons ainsi les 
deux équations 

y sin B (sin <p ces w — ces (p sin &. ) rrr j: sin A sin « , 
j^ sin C ( sin B ces w H- ces B sin w ) ( sin ^]> ces w -f- cos -vp sin w) 
= sin A sin w [ <7 ( sin -h cos w -h sin w cos -^ ) 

-h p ( sin B cos w -4- cos B sin w)]. 

Divisons les deux membres de la première par sin w , 
et les deux membres de la seconde par sin'w^ les deux- 
dernières équations se transformeront ainsi dans les deux 
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suivantes , ne contenant plus que cotang co) : 

7 sin B (sin ^ cotaDg&> — cos ç ) = x sin A , 

jsinC (sin Bcotangoj -f- cosB) (sin ^co tango) -h cos^) 

= sin A[<7 (sin>l/ cotangw -h cos^j/)-f-/?(sinBcotangw-|-cosB)]5 

ou, ordonnant par rapport à cotangw, 

/sin B sin (p cotangw r=r j: sin A -4^7 sin B cos^ 
et 

X sin C sin B sin -^ cotang^w 
-h[x 5inCsin(i[/ H-B) — sin A (7 sin^j; -i-/> sinB)]cotang w 
-hy sin C cos B cos>l/ — 7 sin A cos •} — /j sin A cos B = o. 

Eliminant cotangw, nous aurons, en ordonnant par 
rapport à y et j:, une équation qui représente une courbe 
du second degré passant par Torigine, et qui a évidem- 
ment des branches infinies. Les coefficients de j et de x 
contiennent seuls ^ et çr, et ces deux quantités se trouvent 
Tune ou l'autre à tous les termes. Si donc on change p 
en mp et q en mq^ c'est-à-dire si l'on transporte le point O 
en un autre point de la ligne SO , Téquation de la nouvelle 
courbe ne différera de la première que par un facteur 
constant multipliant les coefficients de xet dej. Ce fac- 
teur sera évidemment le rapport de similitude des deux 
courbes par rapport à l'origine. 

ISote. Les côtés AC, BC du triangle ABC sont chacun Tenveloppe d'une 
parabole; SA est une tangente à la parabole enveloppe de AC , et SB la tan- 
gente à la parabole enveloppe de BC ; le point O est le foyer commun ; de 
sorte que le lieu géométrique fournit une belle propriété de deux paraboles 
unifocales. Le foyer commun étant un centre d'homologie, point qui reste 
tel en projection , on déduit une propriété générale relativement à un 
centre d'homologie de deux coniques quelconques. Nous devons à l'obli- 
geance de M. Chasles cette intéressante observation. L'équation du lieu 
peut se mettre sous cette forme symétrique y 

j^'sinBsinC sin (A — 6)-+- x/ sin C[ sin A sin B -h sin (A — ô)sin (B — ô) ] 
-H ^* si n A sin C sin ( B — Ô ) — r sin B sin ( C -h ô ) [ p sin ( A — ô ) -4- ^ sin A ] 

— jrsin Asin(C-i-6)t^sinB-+-f sin(B— ô)] = o. 

On obtient cette forme, en développant sin (B -h^), et remplaçant 9 et ^ 
Ann. de Mathémat., t. XL (Août i852.) IQ 
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par leurs valeurs ; d'où l'on tire 

m = sin* C sin' 6 sin» ( C h- ù) , 

A' =sinBsinCsin' (C-+- ô)sinô[<7 sin A — ^sin(A — 0)J, 

k = sin A sin C sin' (G + d)sin0[^sinB — ^sin (B — 6)]. 

Donc: i® le lieu est une hyperbole; a® les coordonnées du centre sont 

A A' 

— y — ; 3® les asymptotes font avec l'axe des x des angles égaux à d— B et 

m m 

à A, ainsi l'angle des asymptotes est d + C ou Ô -+- C — 2t ', 4® une con- 
struction géométrique donne les intersections des axes coordonnés avec la 
courbe; et comme cette courbe passe par l'origine, on a donc trois points 
de la courbe et les directions des asymptotes , données suffisantes pour 
trouver géométriquement les axes principaux {*). 



NOTE SUR LA THÉORIE DES FOYERS; 

Par m. E. LAGUERRE-WERLY, de Bar-le-Duc, 

Élève de l'institution Barbet. 



1 . Soit une conique ayant pour foyer le point [a, jS], 
son équation sera de la forme 

X étant une fonction linéaire de x et de y^ ou bien 
encore 

Sous cette dernière forme, on voit que cette conique esl 
tangente aux deux droites 

et 

(^_a)~v/=^(jr- p) = o. 

Réciproquement, si une conique est tangente à ces deux 
droites , elle a pour foyer le point [a , jS ]. Cette propriété 
analytique peut être employée pour trouver les coordon- 

(*) M. Symon( Alexis), élève à Bruxelles, trouve le lieu pour l'angle S 
droit et discute le cas où le triangle* ABC fait une demi-révolu lion 
autour de la base AB. 
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liées des quatre foyers d'une conique donnée par son 
43quation. 

Il suit de là que les coniques confocales doivent être 
regardées comme tangentes à deux mêmes droites, les 
coniques bi-confocales comme inscrites dans un même 
quadrilatère dont les quatre sommets sont les quatre 
foyers communs. Ces propriétés projectwes des foyers 
nous permettront de généraliser leurs propriétés métri- 
ques, 

2. Ainsi , de la théorie des coniques bi-confocales , 
nous pourrons tirer tous les théorèmes relatifs aux coni- 
ques inscrites dans un même quadrilatère. 

Considérons, par exemple, trois coniques bi-confo- 
cales; par un point extérieur, menons-leur des tangentes : 
ces trois couples de tangentes auront une bissectrice com- 
mune; donc ils formeront un faisceau en involutiou. En 
généralisant, nous retrouverons le théorème de Desargues. 

3. Deux coniques bi-confocales se coupent orthogona- 
lement. L'homographie généralise ainsi ce théorème : 

Si deux coniques inscrites dans un même quadrilatère 
se coupent j les deux tangentes menées au point d'in- 
tersection , et les droites obtenues en joignant ce point 
à deux sommets opposés du quadrilatère circonscrit , 
forment un faisceau harmonique . 

4. La considération des foyers imaginaires peut être 
souvent utile; je ne citerai qu'un exemple. 

Considérons une conique et deux tangentes à cette co- 
nique; joignons le point d'intersection des deux tangentes 
aux quatre foyers; les trois couples de droites ainsi obte- 
nues auront une bissectrice commune , donc ils formeront 
un faisceau en involution. 

En généralisant, nous trouverons ce théorème, cas 
particulier de celui de Desargues : 

-5/ une conique est inscrite dans un quadrilalèrcy que 
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par un point extérieur on mène deux tangentes à celte 
conique, et puis, quon joigne ce point aux quatre som- 
mets du quadrilatère , on obtiendra un faisceau en in^o- 
lution (*). 

5. Je citerai encore quelques théorèmes, conséquences 
immédiates des principes précédents. 

i^. Le lieu des centres des coniques tangentes à deux 
droites données et ayant un foyer fixe est une droite (**)• 

a*'. Une conique inscrite dans un angle étant donnée, 
le problème suivant : u Construire une conique tangente 
à la première et aux deux côtés de Tangle en deux points 
dimnés, » est, en général, susceptible de deux solutions. 
Les deux points de contact cherchés et le sommet de 
Tangle sont en ligne droite. 

3°. Considérons trois coniques confocales, et, par un 
point pris dans le plan de ces coniques, menons six tan- 
gentes. Joignons les six points de contact au foyer com- 
mun, nous obtiendrons ainsi trois couples de droites 
ayant une bissectrice commune-, donc elles formeront un 
faisceau en involution. 

En généralisant, nous aurons le théorème suivant * 

Théorème. '&* trois coniques sont tangentes à deu.r 
mêmes droites se coupant en P, et que, par un point 
pris dans leur plan, on leur mène six tangentes^ en joi- 
gnant les six points de contact au point P, on aura un 
faisceau en immolation. 

Note. M. Laguerre est parvenu à donner une plus grande généralito 
encore' à ce beau théorème et toujours par la méthode analytique et pro- 
jective combinée, si courte , si fécondé. Nous donnerons ce travail prochai- 
nement. 

# 

(*) Le théorème sur le quadrilatère qu'on lit dans la Géométrie supé- 
rieure, p. 249, combiné avec celui-ci, donne lieu à un. troisièmp 
théorème. Tm. 

(**) Voir t. n, p. 108; prenant le foyer pour origine, on a 11=0; 
l:=l'; donc, etc. 
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CONCOURS D'AGRÉfiATION, ANNÉE 1844 

(voir t. IV, p. tS8 et S49); 

Par m. dieu, 

Agrégé, docteur es sciences. 



COMPOSITION d'àNA.LYSE. 

Intégrer les équations 



dy dx 
et 



"7;r.-77r-"^-^"^^"^'^ 



. dy d'x ^dx ^ r^—JlL-. 

dy d ^ Y 

On élimine d'abord j, — et -7-^ entre ces deux équa- 
tions et celles qu'on obtient en les différentiant une fois, 
ce qui conduit à Téquation linéaire du troisième ordre , 

r/^r d'^x dx ^^ i o T' dt 
10—; H 20-7 200:=: , -L, n. I •■ 

dt^ dt^ ^dt sj^^t^-^^j^ /nr? 

L'intégrale de celle équation est 

(r) xz=zTc''' -^-'ï.e'^' -^-T,/', 

ex. et /3 représentant, pour abréger, 4 4- V^ et 4 — v^3, 
qui sont avec 2 les racines de l'équation 

X'— ioX'-4- 29X — 26=0, 

et T, Tj , Tj étant des fonctions de t déterminées par les 
équations 

3 — 2v/3 






t)dt. 
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lesquelles'œ (l) tient lieu de' — — 2 C —L——. 

L'équation (i) est une des intégrales demandées^ pour 
avoir l'autre, on chasse de la première des équations 

données x et -j-) ce qui donne 
dont l'intégrale est 

COMPOSITION DE MÉCANIQUE. 

Détenniner les lois des petites oscillations {Tun fil 
flexible y inextensible , et sans masse, suspendu à un 
point fixe, et chargé de deux points matériels pesants, 
en supposant que ces deux points n aient pas de vitesse à 
r origine du mouv^ement , et qu'ils se trouvent alors ai^et 
le point de suspension sur une droite très-peu écartée de 
la verticale. 

Chercher les conditions qui doivent être remplies pour 
que chacun de ces points oscille comme un pendule 
simple. 

I. Soient 

m , m! les masses des deux points matériels -, 

/, /' les longueurs des deux parties du fil ; 

0„ Tangle initial d'écart 5 

M, M' les positions des deux points à la fin du temps / 
compté depuis l'origine du mouvement 5 
les angles que les deux parties du fil font alors 
avec la verticale (ces angles sont positifs du 
côté de 00 î ^t négatifs du côté opposé). 



},e' 
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D'après l'énoncé , les deux parties du lil resteront con- 
stamment tendues, soîl quand elles seront sur le prolon- 
gement Tune de l'autre , soîl quand elles formeront un 
angle, et les points matériels ne sortiront pas du plan de 
l'angle 60 5 donc m se mouvra toujours sur la circonfé- 
rence de rayon / décrite du point de suspension comme 
centre, et, quand m sera en M, m' se mouvra pendant 
une durée infiniment petite sur la circonférence de rayon 
/' décrite de M comme centre. 

On peut considérer m comme libre , pourvu qu'on lui 
applique à chaque instant deux forces dirigées suivant les 
deux parties du fil et égales à leurs tensions respectives. 
Or: 

g cos 6' -h V -— \ 

de la composante du poids de m' suivant la direction de 
/', et de la force centrifuge due au mouvement de m' rela- 
tif à /n , et la composante de cette tension suivant la tan- 
gente à Tare décrit par m , s'obtient en la multipliant par 
sîn (6 — Q')\ car l'angle que cette tangente fait avec la 

direction de l est toujours représenté par -4-0' — B. 

2°. La composante de la tension de / suivant la même 
tangente est toujours nulle, et celle du poids de m est 
mg .sin(?. 

Donc, si Ton néglige les termes dont le degré surpasse 

deux en 0, 0' -r et —7-9 qui sont continuellement des 
^ ^ dt dt ^ 

quantités très-petites , on a l'équation approchée 

Pour en former uiïc seconde , il suffit de remarquer qu(^ 
le mouvement de m', relatif à m, est, à chaque instant , 
celui d'un pendule simple de longueur l\ à point de sus- 
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pension fixe, dont le poînt niatéi'iel pesant et de masse 
ni' serait sollicité par une force accélératrice variable, 
toujours égale et contraire à celle de ///. La composaute 
c?e cette force, suivant la tangente à l'arc décrit par m', 

est m'I -— . cos (0 — 0') , car cette tangente fait, avec la 

tangente correspondante à l'arc décrit par m, un angle 
représenté par ±{0 — B') -, celle du poids de m' suivant 
la même direction est m' g sin 0', et celle de la tension 
de /' est nulle. Donc , on a 

au degré d'approximation qui a été indiqué, et, en rem- 
rf»0 



plaçant -^"Y par la valeur que donne Téquation (i),!! 



vient 



Afin d'intégrer simultanément les équations (i) et (a), 
on multiplie par un coefficient X les deux membres de 
Tune d'elles, par exemple de la seconde, on ajoute en- 
suite membre à membre, puis, en posant 

on chasse 0, ce qui donne 
d'il 



(3) 



cit^-'^^ 



Le coefficient de 9' dans cette équation est annulé par 
deux valeurs réelles de l'indéterminée X, l'une positive ei 

moindre que y-? l'autre négative, qui toutes deux ren- 



Digitized by 



Google 



( 297 ) 
dent négatif le coefficient de «5 en désignant par — i, 
vi X, ces valeurs de X, par — k] et — k] celles du coeffi- 
cient de zf y compris le facteur positif g' ( i-f- — ) h et 

par Mj et i/j celles de la fonction u respectivement corres- 
pondantes, on a, au lieu des équations (i) et (2), les 
équations, de même forme Tune que l'autre, 

-^ + X-, «, = o, -^^ + >?, ih = o, 

dont les intégrales, prises de manière qu'on ait 9 = 0' = ^o ? 
— = o et — = o, pour f = o , donnent les miegralca 
particulières des équations (1) et (2), 
(4) Ô — >,0'=ô„(i — >,)cos/',f, ô-h>jô' = ôo(i-H>j)cos/"2^ 

qui satisfont aux conditions initiales. 

Ces deux intégrales donnent, à chaque instant, au de- 
gré d'approximation indiqué, les valeurs de et de 9' qui 
déterminent la position de m et celle de m'. On en déduit 

facilement celles de — /— -? — /' — 7-? et par suite les vi- 

(it clt ^ 

tesses absolues de m et de m\ dont les composantes hori - 

zontales et verticales sont , pour /// . — l—r'> — 10 -—t et 

' ^ 'dû dt 

pour m\ — /— i —rr — 10-, 10 -r-. Entin, Je 

*^ ' dt dt dt dt ' 

point de suspension étant pris pour pôle, et la verticale 

de ce point pour axe polaire, on obtiendrait l'équation 

polaire de la trajectoire de m' par l'élimination de / , 9 

et 9', entre les équations (4)7 et 

/(2~0=)-4-/'(2~e'»)-p(2-ç')=:O, 
/(0'__0) — p(0' — (p)z=0, 

que l'on trouve facilement (ç et p sont les coordonnées 
de M). 
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II. Chacun des points m et m' oscillera comme un pen- 
dule simple, si les équations (4) donnent les mêmes va- 
leurs de Q et de 0', pour des valeurs de t en progression 
par différence de raison quelconque a, et commençant à 
une valeur quelconque de t. Or, cela exige évidemment 
que l'on ait 

(5) cosX-,^=: cos A-, (^-f- a) , et CO^ k^t =: CO^k2[t-^ cl) 
pour toute valeur de î , et , par conséquent , 

X",a=2//,7r, et X-2a=ra«27r, 

//i et n^ étant deux nombres entiers positifs , qu'on peut 
supposer premiers entre eux. Quand il en est ainsi, le 

rapport -^ est commensurable; et , réciproquement, si 

A-, /?, 

Tii et w, étant deux nombres entiers, les équations (5) 
sont vérifiées par les valeurs 

tz=t', /'-f-a, ^'-f-2a, etc.,..., 

, . , , 2/i|7r in^i: 

quel que soit le temps « , en prenant a. = — - — = — — 

« i . "'^ 

Donc, il n'y a qu'une condition nécessaire et suffisante 
pour que chacun des points matériels oscille comme un 
pendule simple , savoir : que le rapport des quantités hi 
et fcj ^oit commens arable. 

On peut démontrer que si Tun des deux points oscille 
comme un pendule simple , il en sera de même de l'autre 
point. 

Rectification à la solution du problème de Mécanique du concours 
d'agrégation, année i85i; par M. Dieu. (Tome XI, page 840 

A la page 90, au lieu des lignes de /| à 7 en descendant, il faut ; 
Dans ce cas-, le point D atteint en descendant la position déterminée 
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par cette valeur de ^; puis il remonte ensuite, et il faut considérer hv 
signe — dans le second membre de l'équation ( 4)- 
Et à la même page , au lieu des quatre dernières lignes, iljaui : 
D, en remontant, finit par atteindre la position déterminée par la va- 
leur [ a ] de ^ ; puis il redescend , et l'on doit alors considérer le signe -\- 
dans le second menibre de l'équation (4 )• 

Dans ce cas, comme dans le précédent, le mouvement est oscillatoire , 
du moins après la première excursion. 



THÉORÈMES SUR LES AIRES DES POLYGONES ET LES 
VOLUMES DES POLYÈDRES, 

D'après M. STAUDÏ, 

Professeur à Erlangen. 

(Journal de M. Crelle, t. XXIV, p. 252 j i843.) 



POLYGONE. 

t. Lemme. Soit ABCD un quadrilatère plan^ on a 
2AB.CDcos(AB, CD) = (AB)'-4- (BC)'— (AC)^— (BD)'. 

2. Théorème. MAB, NOi Og étant deux triangles dans 
un même plan. Posant 

MA, NO,. CCS (MA, NO,) =r «,; MB. NO, cos(MB, NO,) = ^, ; 

on aura 

4 MAB, N0,0,=i:«,6, — fl,^,. 

3. Théorème. MAB, NO, Og étarit deux triangles si- 
tués dans des plans formant un angle cf, on aura 

4 MAB , NO, Oj CCS ff = aibi — a^br, 

a et b ayant même signification que ci-dessus, 

4. Théorème. Mêmes données. On a 
i6MAB,N0.O,r.os(p = [(M0.)'+(AN)' — (AO.)'-(MN)^] 

[(M02)'-+-(BN)'— (BOO^-(MN)^] 

~[(MO0^-}"(AN)=— (AOO^ — iMNV] 

[(MO,)'-f-'(BN)'-(BO,)— (MN)^]. 
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Démonstration, Le membre à gauche , d'après le théo- 
rème 3 , est égal à 2 ai . 2 &s — la^.'xb^^ et , d'après le 
lemme, cette dernière expression est égale au second mem- 
bre de l'équation. Donc, etc. 

En effectuant la multiplication , on obtient neuf termes 
positifs et neuf termes négatifs , formés des carrés des neuf 
distances des trois sommets d'un triangle aux trois som- 
mets de Tautre. Ces termes se forment ainsi : i** chaque 
terme est le produit des carrés de deux de ces distances; 
2" le même sommet n'entre pas dans les deux facteurs: 
3" le signe du produit se détermine ainsi. Pour fixer les 
idées , prenons les côtés MA et NOi , et supposons qu'on 
parcoure le premier triangle dans le sens MABM, et le se- 
cond triangle dans le sens iSOj O, N; le terme (MN)* (AOi)' 
est positif, et le terme (MOi)' (AN)* est négatif^ dans le 
premier terme, on marche dans le même sens dans les 
deux triangles, savoir, de M vers A et de N vers O^ ; pour 
le second terme, on marche en sens inverse de O, en ]\ , 
et ainsi des autres. 

5. Soient le triangle MAB et un polygone plan 
Oi08 08...0„, y Fangle des deux plans, P l'aire du 
triangle, et Q Taire du polygone. Décomposons le po- 
lygone en triangles, ayant pour sommet commun un 
point N pris dans Tintériçur du polygone 5 considérons 
les deux triangles consécutifs NOj Oj , NOj Os ^ d'après 
le précédent théorème, le produit 16 P.NOi Oj cosç 
est égal à une somme de dix-huit termes, dont neul 
sont positifs et dont neuf sont négatifs; et, de même, 
pour le produit 16 P . NOj Os cosy. Mais le terme 
(MN)* . ( AOj)* est positif pour le triangle NOjOs , et né- 
gatif pour le triangle NOiOj, car on marche dans le 
sens inverse; donc ces deux termes se détruisent. Il en 
est de même pour tous les termes où entre la lettre N. Il 
ne* faut donc conserver que les termes provenant de la 
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comparaison des trois côtés du triangle avec les côtés suc- 
cessifs OiOj, OjOs, O3O4,..., etc.; chaque comparaison 
donne deux termes. On a donc en tout 6 n termes. 

6. Théorème. Soient un polygone plan de m som- 
mets, ^1 , A] , as ) . . . , a,n^ et un autre polygone plan de 
n sommets, Aj, ftj, . . . , è„; y V angle de deux plans, et 
P eï Q les aires respectiv^es . 16 PQ cos (f est égal à 2 mn 
termes, mn a^ec le signe + , et mn as^ec le signe — j le 
côté a^a^f^x comparé au côté b^h^^^ donne ces deux 

termes («p^)'. («p+i ^+i)' — («p*^+i)' (^f+i ^)*- 
Démonstration, Même raisonnement que dans le § S. 

7. Soit P l'aire d'un polygone plan de n sommets ; appli- 
quant le théorème précédent à deux polygones qui se con- 
fondent, on voit que 16 P* renferme : 

I**. n termes de la forme — («rûtr+i)*; 

2^. n termes de la forme 2 [a^a^j^^Y {^r^\ ^r+î)% ren- 
fermant deux côtés consécutifs; 

3°. n [n — 3) termes renfermant les côtés non consé- 
cutifs ar«,+l) «/3«p+l). 

Les termes positifs sont de la forme 2 [a^apY (a,.^yap^x )*, 

et les termes négatifs de la forme — '^{cirCip^xY{^r+i^pY - 

Exemple, n = 3 ; on a 

1 6 P' = — m\ — m\ — /w î -h 2 /?/, /«a -h 2 m, W3 -I- 2 Wa Wj , 

où m,, mj, niz sont les côtés du triangle. Si /i = 4? on a 

i6P^= — /w) — m\ — m\ — m\ -+-2/wî m\ -f- 2/wJ m\ 

+ 2 /W3 m\ -\- im\m] — im\ m\ — 7.m\ m\ -\- nrPe-; 

m sont les côtés, d et e les deux diagonales. On a aussi 
i6V'=:{7.de'^m] -{-ml —m] —m]) 
{7.de -\- m-i -\- m\ — m] — '«3 )• 
{NoÏT Nouvelles Annales , t. VII, p. 69.) 

Tétraèdres. 

8. Lemme, MABC, NOiO,0, sont deux tétraèdres 
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quelconques ; posons 

M A. NO, cos (MA ,N0,) = a,.; 
MB.NO/cos (MB,NOr)=: è,; 

MC.NOr cos (MC,NOr) = c,.; 
on a 

Démonstration, Considérons MC comme représentant 
une force en grandeur et en direction ; décomposons cette 
force en trois autres : MVg , perpendiculaire au plan 
NO1O25 MVi, perpendiculaire au plan NOjOs^ et MV?, 
perpendiculaire au plan NOi O3 5 nous aurons 

MABC = MABV, -+- MABV, -H MABV3. 

(Ou obtient cette équation en décomposant la résul- 
tante MC et chacune de ses trois composantes , en deux 
autres forces, Tune située dans le plan MAB, et Tautre 
perpendiculaire à ce plan). Soit 9 l'angle des deux faces 
MABetNO,02,ona(2) 

MAB WQ.O.cosy.^ ^^'^--^^-^'^ . 

Nommons /ij, h^ les perpendiculaires abaissées respec- 
tivement de V3 sur MAB, et de Os sur NOi Og ^ nous avons 

/i,/f2 = C3 cos <p. 

En effet, construisons le parallélipipède des forces MVi, 
MVg , MV3 ; on a h^ égal à MVs multiplié par le sinus de 
Tinclinaison de MV3 sur MAB 5 mais MVg est perpendi- 
culaire sur NOi Og^ donc /zi = MV8Cos(p; AsrzrNOsXsin 
de l'inclinaison de NO3 sur NOj O2 ] désignons cette incli- 
naison par 9 ^ donc Ai h^ = MV3 .NO3 sin ^ cos ç ^ or (|/ est 
€gal à l'angle d'inclinaison de MV3 sur la face du parallé- 
lipipède fondée par MVj et MV25 donc MV3 sînip est la 
perpendiculaire abaissée de C sur cette face: mais cette 
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perpendiculaire est parallèle à NOs^ donc 

MV3 sin >!/ == MCcos (MC.NOa) ; 
donc 

hx/h:^ C3 COScp; 

d'où 

36NO,02 03.MABV3 = («.^', — û,^,)c3; 
on démontre de même 

36NO,0203.MABVa = («3^. — «.^3)'7, 
36NO,Oj03.MABV, = («5^3 — «3^2)^,. 

Ajoutant ces trois équations, on parvient à l'équa- 
tion (1). 

9. Dans un triangle sphérique, le produit du sinus 
d'une hauteur par le sinus de la base correspondante est 
constant; appelons ce produit le sinus de Tanglc solide 
formé par les trois rayons qui aboutissent aux trois som- 
mets du triangle; on a donc, d'après cette définition, le 

volume de MABC = g MA . MB . MC sin MABC , ou 

sinMABC est le sinus de l'angle solide en M. 
Faisant 

cos(MA,NOr)=ar; cos(MB,NOr) = pr; cos(MC,NOr)=r7., 

Téqualion (i) donne 

sinMABCsinlNO,0,Oj= (a.Pa — ol^,^,)-/-, -{-(a^Pa — «3^0 V« 

+ (a3p.~a.p3)v^- 
On en déduit aussi ce théorème : La distance du centre 
de grai^ité d'un tétraèdre à un des sommets dwisé par le 
sinus de V angle solide formé par les trois autres distan- 
ces y donne un quotient constant. 

On sait que les quatre distances dont il s'agit, étant con- 
sidérées comme quatre forces données en grandeur et en 
direction, le système est en équilibre, les forces agissant 
du centre de gravité vers les sommets. On a donc ici un 
beau théorème de statique. 
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10. En multipliant les deux merabres de Téquatiou (i) 
par 8, et remplaçant s^aj , ibi^ 2C, , etc., parleurs va- 
leurs [leinme)^ on trouve, pour les termes se rapportant 
aux faces ABC et OjOsOa, les six termes suivants : 

/ (AO.)'(B03)'(CO,)'-h(AO,)'(BO.)MC03V 
(A) +(A03)»(BO,)Mœ.)'-(AO.)'(BO,)MC03)' 

( H-(AO0'(BO3r(CO.)*-(AO3)'(BO.)'(CO,)^ 

La comparaison de toutes les faces , deux à deux , donne 
cinquante-quatre termes analogues, dont vingt-sept posi- 
tifs et autant de négatifs. 

H. Si l'on représente par a, 6, c les arêtes qui par- 
tent d'un sommet d'un tétraèdre, par a', i', c' les côtés 
opposés , et par P le volume du tétraèdre , on a, les deux 
tétraèdres du lemme 8 se réunissant, 

i44 P' 



a^a'' 


(b' 


^b''-hc--\-c"- 


-a'- 


-«-) 


b'h'^ 


{a^ 


4- «''-+- ^^-r c'^ - 


-b'- 


^b'^) 


c^c''' 


(a^ 


-f-^''-h^»-f6''- 


-c^ 


-c'^} 


a'^b 


2c^2 


^a'b'c'^—a'b'' 


c^ — 


«" b^c'' 



12. Soient P le volume d'un polyèdre formé par m 
triangles, Q le volume d'un polyèdre formé par /î triangles, 
le produit 288 PQ sera égal à la somme de ma expres- 
sions de six termes chacune et de la forme indiquée 10 (A) ; 
imn termes positifs et imn négatifs; c'est une consé- 
quence du théorème 8. 

13. Théorème gémèral. Le produit des ^volumes de 
deux polyèdres est une fonction algébrique entière des 
catrés des distances des sommets d'un polyèdre aux 
sommets de r autre polyèdre. 

Ce théorème se démontre facilement à Taide du théo- 
rème précédent, par un raisonnement analogue à celui 
qui établit le théorème 6. 
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GRAND CONCOURS DE 1852 

(v»lr t. X, p. 318). 



MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES. 

Étant donnés : i^ les distances FM = R, FM'= ïi\ 
FM''=:R" de trois points M, M', M'' d'une section co- 
nique au foyer F de cette courbe ^ 2° les angles MFA , 
M'FA, M''FA qui déterminent les positions des rayons 
vecteurs FM, FM', FM", relativement à une droite fixe 
FA menée par le foyer dans le plan de la cou rbe ; 

On demande : i^De déterminer complètement la courbe, 
sa nature , sa situation et ses dimensions 5 1^ d'appliquer 
la solution aux données suivantes : 

R = o , 309080 1 1 , MFA = i6" 58' 32" , 3 , 
R' = 0,4094501, M'FA= ii70 22'4o'%5, 

R"=: 0,4373418, ]VrFA=222'>I2'35''. 

Obse/vation. Cette question d'astronomie a quatre so- 
lutions géométriques ; et c'est de géométrie qu'il s'agit ; 
l'énoncé peut induire en erreur. La question est résolue 
dans une foule d'ouvrages, entre autres, par Comte et 
Cirodde^ ouvrages répandus. Pourquoi les professeurs 
préposés aux examens, tuteurs des élèves, n'ont-ils pas 
réclamé? c'était leur devoir. 

Il est des hommes que le ciel a doués d'une faculté 
extraordinaire pour les opérations numériques , et qui , 
manipulant avec un art infini les formules logarithmi- 
ques, croient que cette manipulation constitue le génie, 
le sublime de la science 5 croyance innocente , excusable 
lorsqu'elle reste personnelle, mais ne devrait' pas s'im- 
poser ailleurs. Satsapienti. 

Ànn. de Malhémat,, t. XI. (Août i85-2.) îiO 
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MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES. 

Première question. 
Etant dounées deux droites AA, BB qui se coupciit 
eu O, et un point C situé sur la bissectrice de l'un des 
angles qu'elles forment; on mène par ce point C une 
sécante quelconque, et des points D et F, où elles rencou- 
trent les droites données, on abaisse sur la bissectrice des 
perpendiculaires DF, EG; puis ayant déterminé le mi- 
lieu H de CO, on décrit une circonférence sur GH comme 
diamètre : on demande le lieu des intersections de cette 
circonférence avec la perpendiculaire DF. 

Obset^^ation, Question d'une facilité rudimentaire; 
comparativement parlant, c'est la meilleure des trois. 
Elle se rapporte à la géométrie segmen taire qu'on re- 
pousse de l'enseignement. Quelle inconséquence ! 
Deuxième question. 

Par un point quelconque pris dans l'intérieur de la base 
d'une pyramide régulière, on élève une perpendiculaire 
sur cette base; cette perpendiculaire rencontre toutes les 
faces latérales de la pyramide, prolongées au besoin. On 
demande de démontrer que la somme des distances des 
points de rencontre au plan de la base est une quantité 
constante. 

Observation. Bonne question d'école industrielle, mais 
d'un énoncé tronqué. Faces! lisez plans des faces. 

En comparant la matière de ce concours à celle des 
concours de la première Université impériale, lorsque 
Monge ne dédaignait pas de fournir des solutions, on doit 
s'écrier avec le poëte : 

Comment en un plomb vil l'or pur s'est-il changé? 

^m. Nous n'insérerons aucune réponse; nous donne- 
rons la solution couronnée du prix d'élémentaire de 1 85 1 , 
que Tabondance des matières nous a forcé d'ajourner. 
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SUR DES DÉTERMINANTS DES FORMES QUADRATIOVES; 

Par m. BRIOSCHI, 

Professeur à l'Université de Pavie. 



On nomme déterminant des n quantités ; 

«2> Pa> 72» • • • » <"2> 



le dénominateur commun qui résulte de la résolution des 
n équations de premier degré à n inconnues : 

a, x, -h p, J7a + . . . + w, J?« = Ai , 
as X, -H Pa Xj 4- . . . -f- «2 Xn = As , 



an JTi -f- P» ^a -H . . . -h «n */i = A„ ; 

et on représente cette expression par la notation symbo- 
lique : 

/ «!> Pi> 7i> • • • > ^i 
«a? ^2» 72* ... , «2 



Dét. 



\ «n? P«» 7n> 



Nous appellerons ce dénominateur, suivant M. Jacobi , 
déterminant du n'^'"* degré j et par conséquent, 



f «a, pa 1 



sera un déterminant du second degré. 

On sait et on démontre aisément qu'un déterminant 
d'un degré quelconque peut être représenté par une 

20.» 
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somme algébrique des produits de plusieurs déterminants 
de degrés inférieurs ; mais on n'a pas aperçu , que je sache, 
comment la loi suivante de dérivation peut être utile dans 
la recherche des déterminants des expressions à formes 
quadratiques. 
Si l'on pose 

Dét.!"" ^'Urf., DéJ"" ^'i^rf,. 



et 



«2, ^2 ) . I «2, 72 ) 

«3, ^3 ' ' «3? -/i 

Dél. ( «2, P2, 72 }= D,, 

«^», P3, 73 



on aura 



D, =: didi — di û?:i . 

De même , si l'on pose 

«»f pu ^1 ] / «i> Pi> 7« 

Dét. l aj, Pa, >a > = I>2, Dét. | «2, p,, 72 J = D, , 

«3» p3> ^3 y [ a^, p4, 7< 

«D Pu ^1 
Dét. ^ a,, Pj, Xi } = D4, 

«4, P4, >^4 



on aura 
étant 



A=D,D4— D2D3, 



A = Dét. < 



et ainsi de suite. 



( «., p., 7u ^ ) (*) 

«3 5 Paj 72? ^2 

«3> Psj 73? ^3 

«S P4, 74 > >^4 



(*) VoiVBiNET, Journal de V École Polytechnique , cahier XVI, p. 280; 
année 181 3. 
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Une expression de la forme 

est généralement nommée forme quadratique binaire ou à 
deux indéterminées. On appellera forme quadratique à n 
indéterminées la suivante : 

~r~ 2 0^ — 1 X\ Xfi -rç- 2, Cf X2 X3 -f- . • • "T" 2 ^1 ^n—i «^n • 

Représentant celte fonction par u , le déterminant de 
cette forme quadratique à n indéterminées sera 

/ Un f Ui'iy f/|3 y . > • , lit n 
Tx'^ I U\-i, U,-nj W23 ) • • ? "ï n 

Uet. < 

\ '^«l> W/l2> ^rt3î • • • > '*»« 

U,., étant la dérivée seconde de la fonction u par rapport 
aux variables a:^, x^ (*). Cela posé, si Ton applique la loi 
ci-dessus à la formation des déterminants des formes 
quadratiques à deux , trois indéterminées , on aura 

(i) D. = rf. nr, - rfj , A = D.D, - D^ . , 

en observant que 

./. = Dét.!""' ""j, rf, = DéJ'"" '"' 
r/3 = Dét. I >, û?< = Det. < 

( «31, «32 ) ï «31 J «33 

et par conséquent d^=d^'^ et ainsi de suite. 

On sait que si le déterminant n^ a^ — b] de la forme 
quadratique à deux indéterminées 

fii x] -h a^x] H- 2 ht Xi X2 , 



(*) Voir les Nouvelles Annales de Mathématiques, tome X, page I2^|. 
C'est le déterminant hcssirn des Anglais. Tm. 
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est égal à zéro , on a 

Considérons la forme quadratique à trois indétermi- 
nées, 

(2) ûtx] -\-aiX\ -f- «3X3 4- 26, a:,4P2-4- 2 ^2 or, 0:3 H- 2^,0:2^:3, 

on prouvera bien facilement que si le déterminant de 
cette expression est nul et en outre les déterminants des 
deux formes quadratiques suivantes : 

«I ^\ 4- tJi ^2 + 2^, Xi Xiy 

Os x\ -^ a^x\'\' 2 h^x^ X3 ; 
l'expression considérée sera égale à 

(3) — (rt,.r, +^,0:2 -h ^2^j)'. 
flr, 

Si Ton considère , en troisième lieu , une forme quadra- 
tique à quatre indéterminées , on pourra la réduire à 

— ( rt, X, -+- h^ Xi -f- 62 ^3 -h ^3 ^4 y ; 

en supposant : i" nul le déterminant de cette forme: 
2** nuls les déterminants des formes quadratiques sui- 
vantes à deux indéterminées : 

fl, x] -\- a^xl -+- a^xl -f- 2 6, XiX.2 -f- 2 62 j^i 0:3 4- 2 c, x^x^, 
/^, x] -h «2^2 + «4 ^] -h !ibiXiXi-h 2 hz XtXi-h2 c, J^2 J^« ; 

3° nuls les trois déterminants des formes quadratique? 
binaires : 

fl, x] -y- o^x] -h 2bt X, x-i , 

Ht x] -h ^73 Xl -+- 2 ^2 .r, JC3 , 

La loi sVtend aux formes quadratiques à n indélcr- 
minécs. 
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On doit remarquer que, les relations (i) subsistant, 
si l'on a Di = o et r/j = û?4 = G , Ton aura aussi f/j = o ^ 
par conséquent, la forme quadratique à trois indétermi- 
nées (2) pourra se réduire à l'expression (3) si Ton a 

di = di "=: di = O . 

De même pour les autres formes. 

Ces propriétés des déterminants des formes quadra- 
tiques seront très-utiles dans la recherche des équations 
différentielles qui donnent les caractères du maximum et 
du minimum dans le calcul des variations , équations que 
Ton sait intégrer d'après la belle méthode de M. Jacobi. 

NÉLANGES. 



1. Supposons une infinité d'hyperboles ayant un som- 
met réel et un sommet imaginaire en commun ; les lieux 
des centres et des autres sommets sont des circonférences : 
le Heu des foyers est un limaçon de Pascal ^ l'enveloppe 
des asymptotes se compose de deux points fixes, dont l'un 
est à l'infini -, c'est le sujet d un écrit portant pour suscrip- 
lion : Liiwaner de Vipal (*). 

2. M. Aron Frank, élève de riiisiitution Coulant, 
énonce ce théorème : 

Soit une ellipse fixe, et dans le même plan une ellipse 
variable-, cette dernière ligne est assujettie aux conditions 
suivantes: 1^ elle passe par un point fixe 5 2" elle a tous 
ses systèmes de diamètres conjugués parallèles à ceux de 
Fellipse fixe; 3" en menant par le point fixe une sécante , 
le pôle de cette droite doit être le même par rapport à 
l'ellipse fixe et à l'ollipse variable : le lieu des centres de 
c etle dernière elli] se est une conique. 



(*) Question pro[)OSi'c au lycco Saiiit-1-ouis. 
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Le même élève démontre cette proposition : 
Par un point quelconque de la directrice d'une conique, 
on mène une tangente au cercle décrit du foyer corres- 
pondant comme centre, et avec un rayon égal au rayon 
vecteur correspondant^ l'enveloppe de ces tangentes est 
un cercle ayant le foyer pour centre et le demi -para mètre 
principal pour rayon (*). 

3. M. Regray-Belmy, élève de M. Prouliet, démontre 
celte proposition : 

Un système de coniques semblables et semblablement 
placées (homothétiques), étant rencontrées par une droite 
parallèle à un axe principal , les normales menées respec- 
tivement par les points d'intersection se rencontrent en 
un même point situé sur le second axe principal. Ce point 
est le foyer de la conique homolliétique qui a la sécante 
pour directrice. C'est un cas particulier de ce théorème 
général : 

Soit a'^Fn, -f- a'"'* P,«_i -^ . • .aPi -f- Po = o l'équation 
d'une surface algébrique de degré m-j.P^ est l'ensenable 
de termes de degré r] en donnant au multiplicateur va- 
riable a toutes les valeurs comprises entre -+-00 et — 00 , 
on obtient le système d'une infinité de surfaces homo- 
thétiques. Toute fonction des coefficients où a n'entre 
pas a la même valeur pour toutes les surfaces ; toute fonc- 
tion des coefficients et de la seule variable ^, et où a 
n'entre pas, a la même valeur pour tous les points d'in- 
tersection du système par un plan parallèle au plan des 
yz ; toute fonction des coefficients et des deux variables 
j-, j, et indépendante de «, reste la même pour tous les 
points où une parallèle à l'axe des z rencontre le sys- 
tème. 

(*) Cet élève, d'une excellente moralité, n'a pas été admis à concourir 
pour l'admission à l'École Normale,- voir son prcnow , ainsi que d'autre*? 
de la même catéfjorie. navis /... 
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4. Théorème de Lambert. Si la foncliony (x) a un divi- 
seur rationnel de la forme a -f- bx^ -H ex'* -f- dx^-\-,, , , on 
trouvera ce diviseur en cherchant le plus grand commun 
diviseur à deux polynômes , dont l'un renferme tous les 
termes de degré pair de f(x)j l'autre tous les termes de 
degré impair 5 théorème analogue pour le cas où le divi- 
seur rationnel serait de la forme a + bx^ — c,r*H-r/.r®. 
{Mémoires de V Académie de Berlin ^ 1763.) 

5. Théorème de Leibnitz. Dans tout système de nu- 
mération, si l'on écrit au-dessous les unes des autres les 
puissances semblables des nombres i , 2 , 3 , 4 ? • • • 9 '<^s 
mêmes chiffres se reproduisent périodiquement dans 
chaque colonne. [Correspondance a^^ec H ermann ^ an- 
née 1757.) 

QUESTIONS. 



255. Trois cercles a, /?, c sont situés dans un même 
plan. 

i^. Si par un même point passent trois tangentes inté- 
rieures communes aux cercles a , & ; & , c •, c , ^^ , les trois 
autres tangentes intérieures communes passent aussi par 
un même point. 

1^. Si par un même point passent une tangente inté- 
rieure commune aux cercles «, & ', une tangente extérieure 
commune aux cercles b, c^ une tangente extérieure com- 
mune aux cercles c , « ^ les deux autres tangentes exté- 
rieures communes aux cercles ft , c*; c, a, et la seconde 
tangente intérieure commune aux cercles «, b^ passent 
aussi par un même point. 

3". Si parle même point passent une tangen le extérieure 
commune aux cercles rt, b) une tangente extérieure com- 
mune aux cercles />, c-, une tangente intérieure eom- 
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mune aux cercles c , « ^ et si les deux autres tangentes 
extérieures communes aux cercles a, b\ b^ c ne forment 
qu'une seule droite m, alors la seconde tangente inté- 
rieure commune aux cercles a , c passe par le point où 
cette droite m touche le cercle b, (Quidde. ) 

2S6. Soit un quadrilatère ABCD circonscrità un cercle-, 
on décrit un second cercle touchant le côté AB en B et le 
côté CD, puis un troisième cercle touchant le côté AD 
en D et le côté BC ; la droite qui va du point A au centre 
du second cercle fait , avec le côté AB , un angle égal à 
l'angle que fait la droite qui va de A au centre du troi- 
sième cercle avec le côté AD (*). (Qiidde.) 



SOLUTION DE LA QUESTION 228 

(voir t. IX, p. 298); 

Par m. l'abbé LECOINTE, 

De la maison ecclésiastique de Vais. 



Les trois sommets A, B, C d'un triangle et les trois 
sommets A', B', C d'un tétraèdre sont donnés; par un 
point quelconque M dans le plan du triangle ABC, on 
mène les droites MA, MB, MC^ on prend dans l'espace 
un point S tel que, dans le tétraèdre SA'B'C, on ait 
SA'=MA; SB'=MB; SC'=MC; 

le lieu du point S est une surface du second degré. 

(Jacobi.) 
Solution, Posons 

BC = ^, AC=b, AB = c, MAr-/, 

MB = g, MC==h, A'B'=//.', A'C'-rzn, 

angle B'A'C'=r a, 

f t le point A' étant pris pour origine de trois axes reclan- 
gulaircs, tels que A'IVC'soit le plan des ay, et A'B' Taxt' 



La démonstration donnée po[;e ';8 est illusoire. On y reviendra. 
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(les y\ désignons par x, j, z les coordonnées du point S. 
Entre leg six droites AB, AC, BC, MA, MB, MC 
qui joignent deux à deux les quatre points A, B, C, M, 
situés dans un même plan , Carnot (Mémoire sur la rela- 
tion qui existe entre les distances respectiv^es de cinq 
points quelconques pris dans V espace) a donné (page 7) 
une relation qui peut se mettre facilement sous la forme 
suivante : 

Or, comme on a 

SB'' z= g'=z X' -^- (x — my -h z\ 

se = /i'=(^— «sina)2 4-Cr — /2cosa)'-hz% 

il s'ensuit que les différences /* — g% /* — /**, g^ — A^ 
sont des fonctions du premier degré en j: et r ; et par con- 
séquent, la relation (1) donne une équation du second 
degré relativement à x, j^, -z; donc, etc. 

i*^* remarque. Si l'on pose 
A = /^mncosa(a^ — 6' — c^)-\- ^n"^ b'^cos'^cc -^ /^m"^ c^-^a* -^^ b' 

C = a* 4- ^* + ^* — 2 («' /*' -h a'c' -h b'^c') , 

D = /^mns\ncL{a* — /->' — c^) 4- 4''^^'sin 2a, 

E = — 2m^n ces a (n^ — ù- — r^)-f- 2/z/y'cos cc(a'^ — b^-{-c') 

— /^n^b^ cos a — 2mn^ (n^ — />>' — c^) 4-2/7/r- (^^-t- b^ — c^} 

F r= — 2m^n sin a {n'^ — b^ — r=) 4- 2w/>>' sinaf/?' — ^'4- r'^) 

— ^/i^b^ sin a, 

G =: /«'/?=' ( a- — ^ ' — r- ) — tn'c' ((r -\~ h^ — (- — m^ ) 

— fi- A' { <^/' — /> 4- <" — « ' ) -f- ft^ b' r- , 
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la surface du second degré, lieu du point S, est exprimée 
par r équation 

2^ remarque. Si les deux triangles ABC , A'B'C^ sont 
rectangles en A et A', c'est-à-dire si l'on a 

a'==b''+c\ a = 90«, 
l'équation (i) devient 

/^c' {m' -- b')y' -^ ^ b' (n^^c') .x^ --- /^b'c^z^-h ^mc^b' — m')x 
-4-4''62(c2— n^)jc-hm^c^{m^— b^) 
^n'b^n^^c') 4-6'c=(a'— w^— «') =ro, 

et elle représente une surface du second degré, ayant pour 
centre le point milieu de l'hypoténuse B'C Si l'on rap- 
porte alors la surface à son centre et à ses axes, son équa- 
tion devient 

-+- ^V' («' -— W^ /2') = G , 

équation facile à discuter. 

Note. MM. Vachette et Lamarle ont traité la question à peu près de la 
même manière. 



SOLUTION DE LA QUESTION 148 

(voir t. VI, p. 216) ; 

Par m. h. FAURE, 

Lieutenant d'artillerie. 



La rectification de la courbe , lieu géométrique d'un 
point tel que si, de ce point, on mène deux tangentes à une 
ellipse, l'angle qu'elles font entre elles soit constant, 
dépend des fonctions elliptiques. (Strébor. ) 

Supposons Tellipse rapportée à ses axes 2/7, ai, soit 
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m la tangente de l'angle constant 5 1 équation du lieu géo- 
métrique est 

ou en coordonnées polaires , 

/ itf'sin'w + 4^'\ 4rt'5' 

\ ^ I ni- 

en posant 

a» + ^' = c', a} — è' = <?-'. 

Cette équation est de la forme 

p^ — 2p'y(w) -h X* =r o. ( Voir tome IX , page i^i.) 

Soit ^5 l'élément de la courbe, on aura 



''^=\/p'-'-fê)''"- 



Si Ton différentie Téquation donnée , on trouve 

2p2^p 2/(«)flfp — pf (w)dbi =0, 

y (o)) étant la dérivée de /(w). On tire de là 

/^pV^ p'[/'(")? 

mais , d'après l'équation , 

p* — 2p'/(a>) = ~/^ 

donc 

/^pV^ p'[/'(")P 
V*/»/ 4|[/(»)?-'fi' 

et 

p=4. /'^py^ p'K[/(")]'+[^(")]'-4^i 
\rf«j 4|[/(«)?-'ii 

puis 
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D'un aulie côté, réquatioii de la courbe dorme 



P==V//(«)±v/[/(«)P~^*==-^(\//(o>)-h/-±v//(«)-->^"^), 

en faisant disparaître les radicaux superposés. 
Il vient finalement 



dtti 



Si donc s et s' représentent les deux arcs qui répondent à 
la même valeur de l'angle o), on trouvera 

'^'^fj V TKK^^ — ^^' 

ainsi que l'annonce M. W. Roberts à l'endroit cité. 
Dans le cas qui nous occupe, f{^) est de la forme 

A -h B sin' w ; 

de sorte que /^^ (w) = aB sinco cos w. On verra alors que 
le numérateur commun aux expressions de 5-1-5' et 
s — 5' sera de la fori^ie 

D -hCsin'w, 

la quatrième puissance du sinus disparaissant. Quant au 
dénominateur, il sera évidemment de la forme 

E + Bsin»w. 
Or, Ton sait qu'une intégrale de la forme 



J V/Ë- 



' C sin' w 



B sin^ w 



dépend des fonctions elliptiques. 

La seconde partie du théorème de M. W. Roberts, qui 
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est relative aux courbes sphériques , se démontre d'une 
manière analogue à celle que nous venons de donner ici • 
il suffit de se rappeler que dans ce système on a 



./.. = ^sin'p + (^y ./.(*). 



SOLUTION DE LA QUESTION 182 

(voir t. VU, p. 157); 

Par m. h. FAURE, 

Lieutenant d'artillerie. 



Soit El la longueur du quadrant d'une ellipse dont 
l'excentricité est e, le demi-grand axe étant i. On aura 

I ■ = ■ (W. ROBRRTS.) 

•J^ (l — e')Va' — e' 2v/i — a' 

On sait, d'après Legcndre, que l'on a entre les fonctions 
complètes Ei , Fi , la relation 

où b^ est le complément de e'^ donc 



I — e^ de 



Le développement de la fonction F, , ordonné suivant 
lespuissances ascendantes du module, est, comme on sait. 






4^ ^ 2^4^ 6 



- t'^" -h . . . 



(*) Ainsi les théorèmes f\ et 5 de M. Strebor (tome IX, page i/p) sont 
démontres. ' Tm. » 
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On aura doue 



' cU 



2 Va- 2-. 4 2'. 4 -6' y 



donc, en ajoutant, j'aurai 

E, tt/ 1^^ , l^3^^ l^3^5' 



, — ^i 2V 2^ 2'. 4= 2^4»6'*' 

donc 

r* E. e-^6> 

Le terme général de ce développement est de la forme 
i^3^5\. .(2/1 — 1)^(2/2 + 1) r° ^g'"-^'^g 

2^4^.- (2/0^ X v^^^^"^^^'' 

Or (i;oir Lacroix, Calcul différentiel et intégrahn^i^^^ 



on a 



r^e^'-^'de 2.4.6... 2/i 

I — = 5— J — a'""^' 

J^ \/a' — e^ 3 5.7. ..2/2 -h 1 

Donc notre terme général se réduit à 

1 .3.5. ..2/1-+-1 

2.4 o. . . 2r ' 

par suite, 

C'^ E. e^ g ^'^^Z _^' , 1.3 ^ 1.3.5 \ 

X (7i:^irz7^~^l'^5^-^.T^-'"ï4^ 

La quantité entre parenthèse n'est autre chose que 



I 
^i\ 2 



(l-a^) \ 
Ce qui prouve la relation indiquée. 
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THÉORÈMES SUR LES COURBES DU TROISIÈME DEGRÉ; 

D'ap&es m. George SALMON, a Dublin. 

(Journal de M. Crelle, t. XLII, p. 274; i85i ; en français.) 



1. Lemme. Si par un point quelconque d'une coni- 
que, on mène quatre droites à quatre points fixes situés 
sur la conique , le rapport anharmonique du faisceau est 
constant. (Chasles.) 

2. Lemme, Si par un point O situé dans le plan d'une 
courbe du troisième degré, on mène les six tangentes, les 
six points de contact sont sur une conique. (Poijcelet.) 

Corollaire. Si le point O est situé sur la courbe, les 
quatre points de contact et le point O sont sur une co- 
nique qui touche la courbe de troisième degré au point O. 

3: Théorème. Le rapport anharmonique des quatre 
tangentes menées par un point quelconque O situé sur 
une courbe du troisième degré est constant. 

Démonstration, Soit le point O' consécutif au point O : 
les quatre points de contact des tangentes menées par O' 
sont les mêmes que ceux des tangentes menées par O; 
les six points O, O' et les quatre points de contact sont 
sur la même conique ( corollaire) \ donc le rapport anhar- 
monique est le même pour le point O' que pour le 
point O [lemme 1 ) ; donc , etc. 

4. Lemme, Soient deux faisceaux chacun de quatre 
rayons semblables^ les deux sommets et les quatre points 
d'intersection des rayons homologues sont sur une même 
conique. 

Observation. Les faisceaux semblables sont ceux dont 
les rapports harmoniques sont égaux. 

Ann. de Mathémat., t. XI. ( Septembre i852.) ai 
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5. Théorème. P et Q étant deux points d'une courbe 
du troisième degré, les quatre tangentes qui passent 
par P coupent en seize points les quatre tangentes qui 
passent par(^\ il existe quatre coniques qui passent par 
quatre des seize points et par les deux points P et Q. 

Démonstration, C'est une conséquence du iliéorème 3 
et du lemme 4. 



THÉORÈME DE H. JOiCHIMSTHAL SUR LES LIGNES GÉODÉSIQUES 
DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ, A CENTRE; 

D'après M. le professeur GRAVES, a Dublin. 
(Journal de M. Grelle, t. XLU, p. 279; i85i ; en anglais.) 



1. Leumie. ACB est le chemin le plus court pour 
aller du point A au point B , en passant par le point C 
situé sur une droite, dans Tespace, lorsque AC et BC 
sont également inclinés sur cette droite. 

2. Lemme. Deux tangentes menées, par le même point , 
à une surface du second degré à centre y sont proportion- 
nelles aux demi- diamètres parallèles à ces tangentes. 

3. Lemme. P et Q étant les points de contact de deux 
plans tangents à une surface du second degré à centre , la 
perpendiculaire abaissée de P sur le plan Q est à la per- 
pendiculaire abaissée du centre sur le même plan Q, 
comme la perpendiculaire abaissée de Q sur le plan P est 
à la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan P. 

Démonstration. La proposition est évidente pour la 
sphère. Par la méthode métamorphique , on étend la 
proposition à une surface quelconque du second degré. 

, 4. Lemme. P et Q étant les points de contact de deux 
plans tangents à une surface du second degré 5 L la droite 
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d'intersection de ces deux plans -, S un point de cette droite 
tel, que PS et QS soient également inclinés sur L; les 
droites PS et QS sont proportionnelles aux perpendicu- 
laires abaissées du centre sur les plans tangents en P et 
enQ. 

Démonstration. Les droites PS et QS sont évidemment 
proportionnelles aux perpendiculaires abaissées de P et 
de Q sur la droite L , et par conséquent aux perpendi- 
culaires abaissées de P et de Q sur les plans tangents en 
Q et en P ^ donc [lemme 3) les droites PS et QS sont pro- 
portionnelles aux perpendiculaires abaissées du centre 
sur les plans Q et P. 

5. Corollaire, Les droites PS et QS sont des tangentes 
à la surface; donc [lemme 2) , les demi -diamètres paral- 
lèles à PS et à QS sont proportionnels aux perpendicu- 
laires abaissées de P et Q sur les plans P et Q ; autrement, 
la perpendiculaire abaissée de P sur le plan Q, multipliée 
par le demi-diamètre parallèle à PS , est égale à la per- 
pendiculaire abaissée de Q sur le plan P, multipliée par le 
demi-diamètre parallèle à QS. 

Observation. Le chemin PSQ est le plus court pour 
aller de P à Q en touchant la droite L [lemme i ). 

6. Théorème de Joachimsthal. Soit un point P situé 
sur une ligne géodésique tracée sur une surface du se- 
cond degré à centre^ menons en V la tangente à la 
courbe et le plan tangent à la surface ; la perpendicu- 
laire abaissée du centre sur le plan tangent, multipliée 
par le demi' diamètre parallèle à la tangente, donne un 
produit constant. 

Démonstration , Soient P, S, Q trois points consécu- 
tifs sur la ligne géodésique. Ayant égard au corollaire et 
à l'observation qui précèdent, le théorème devient évident. 
(Voir Journal ^e Mathématiques, t. XI, p. 22; 1846.) 
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THÉORÈME SUR L'ÊQII4TI0N CUBIQUE, 

Par m. PROUHET, 

Professeur. 



Théorème. Si V équation du troisième degré a une 
racine de la forme a -^ ^^ a et b étant des nombres 
commensurableSj les quantités contenues sous le radical 
dans les formules ordinaires, dev^iennent des cubes 
parfaits (*). 

Cette proposition se trouve implicitement énoncée 
dans Y Algèbre d'Euler (art. 749); elle doit avoir été 
démontrée quelque part, car les analystes qui se sont 
exprimés sur le cas irréductible ont dû, avant tout, 
chercher à ramener les radicaux cubiques à la forme 
a 4- fc v' — 1 5 et, voyant que cela ne pouvait se faire en 
général, chercher dans quel cas cette réduction est pos- 
sible. Voici , au reste , comment je démontre ce théorème : 
Soit 

3t^ -^ px -{- q = Q\ 

les racines sont données par la formule 



Si l'on désigne par a , j3 , y les trois racines , et si Ton 
observe que — (4p' -h ^7^*) est le dernier terme de 
l'équation au carré des différences , savoir : 

-+-(«~P)'(a-7)'(P-7)% 



on aura 












x-\AP^H 


(a- 


-P)(a 


-7)(P- 


-V)./" 


1 

1 


V =» 






6 


V 


• 3 + .... 



(*) Tome X, page 349, on lit carrés. C'est une Aiute qui n'est pas 
indiquée dans Verrata, 
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Si maintenant on suppose 

a.z=a -{- sfb, 
les deux autres racines seront nécessairement 

P = rt SJby 7 = 2rt, 

et, par suite, la formule de résolution devient 
et il est facile de vérifier que 

-«(--')-('--i)v'=i=(-«+v^y- 

Quant à la quantité placée sous le radical carré, on voit 
qu'elle devient un carré parfait lorsque deux racines sont 
de la forme a-{-b s/ — 3 , a — b >J — 3 , a et 6 étant com- 
niensurables. Ce qui fournirait, au besoin, un moyen de 
résoudre en nombres commensurables Féquation 
j;^ -f- /' = z*. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE, POUR 
L'ANNÉE 1852 

(TOir t. XI, p. 108). 



MATHÉMATIQUES. 

Première question. 
Exposer la résolution trigonométrique des triangles 
rectilignes quelconques. 

jéppUcaiion, Etant donnés 

a = 1 1723"',35, 
h=z 9682™,87, 

et Tangle compris 

C=:82"5'i5^7, 

trouver les autres parties du triangle. 
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Secon de question . 

On donne une conique, ellipse, hyperbole ou para- 
bole, et deux axes fixes qui passent par un foyer et font 
entre eux un angle de grandeur déterminée. On fait 
rouler sur la courbe une tangente, et, par les points où 
cette droite rencontre dans chacune de ses positions les 
axes fixes, on mène deux autres tangentes à la courbe: 
ces deux dernières tangentes se coupent en un point dont 
on demande le lieu géométrique. 

Note. Très-bonne question , qui , se ramenant, par la méthode perspec- 
tive, au cercle et à deux diamètres, donne une solution intuitive. On 
s'aperçoit que la question a été formulée par des géomètres et non par 
des chiff leurs. 

PHYSIQUE. 

Qu'est-ce que Ton entend par degré hygrométrique de 
Tair? Quel est le meilleur procédé physique pour en trou- 
ver la mesure? Comment peut-on apprécier l'approxima- 
tion dont la méthode est susceptible? Énumérer nette- 
ment et séparément tous les principes de physique sur 
lesquels on est obligé de s'appuyer. Exposer en peu de 
mots une démonstration expérimentale ou raisonnée de 
chacun d'eux. 

Propriétés du miroir sphérique convexe. 

Note. Nous apprenons avec plaisir que la mesure annoncée au bas de 
la page 3 1 2 a été modifiée. L'élève Frank Aron a enfin reçu sa lettre d'ad- 
mission au concours, la veille du concours. II faut se rappeler que nous 
sommes au milieu du xix® siècle, et non à la fin du xvii® siècle, 1 oc- 
tobre i685. Principiis obsta. 



NOTE SUR LE THÉORÊNE DE GOLDBACH 

(roir p. 278 ). 



Le lecteur s'est sans doute aperçu que c'est par inad- 
vertance qu'on a inséré la prétendue première démons- 
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iralîon de ce théorème (*). H faut s'en tenir à celle d'Eu- 
ler, qui a donné même une plus grande extension à ce 
théorème qu'il énonce ainsi , mais sans démonstration : 

Tout nombre entier qui n est pas compris dans lafor- 
mule 4 Tn,Ti — m, — n est nécessairement compris dans la 
formule ^* -f-jK* "^ JK- 

Et il en conclut que Texpression 

4 ffin — m — « H- j;' H- j' -j- j^ 

renferme tous les nombres possibles. En eflfet, si le nom- 
bre est compris dans 4^^ — ^ — ^i îl suffit de faire 
X =j' = o ; s'il est compris dans x* 4-j^* -^J^ il f^^t 
faire m = /î = o, et, d'après le théorème, le nombre 
doit être compris dans Tune ou dans l'autre expression; il 
est facile d'ailleurs de démontrer que le même nombre ne 
peut être renfermé simultanément dans les deux expres- 
sions. En effet, on aurait 

4 mn — m — «=:jc'-f-/'-Hj; 
on en tire 

(4//Î — i)(4/i — 1)= 4ar'-h(2jr-hi)'; 

équation impossible; la somme de deux carrés ne peut 
être divisible par un nombre de la forme 4^ — i • 

Goldbach ajoute qu'on peut ramener 4'ww — m — n à 
la forme j* -hj — x*. En effet , on a 

(4m - 1) (4 « - 1 ) = (2/ -f. iV- - 4a:' 

= (2/ -h 2a?H-i)(2/— - 2^:4- i); 

on fait 

X = m — /^ , 

y :=. m '\- n — i; 
ainsi tout nombre entier est de la forme j* -h j ± x^, 

(*) L'équation n"=n m'a trompé. Il s'agit de n — n"; par conséquenl, 
n s'annule, et avec n tout le raisonnement. 
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c*< sl-à-dîre tout nombre est égal au double d'un nombre 
triangulaire plus ou moins un carré (le zéro non compris). 
Observation, Ce qui précède est dans une Lettre de 
Goldbach à Euler, datée de Moscou le 7 juin (nouveau 
style) 1742^ Correspondance mathématique et physique, 
tome I, page I25. Les démonstrations sont de M. Le- 
besgue. 



SOLUTION DE U OGESTION 253 

(TOir p. 115); 

Par mm. A. THIOLIER, élève à l'École des Mines à Saint-Étienne; 
A. EYRIAUD, élève de Mathématiques supérieures au lycée de Douai; 
L. PAINVIN, licencié es sciences mathématiques. 



Étant donnés deux cônes de révolution autour du même 
axe; un plan tangent au premier cône (ioupe le second 
cône suivant une conique, et un plan tangent au second 
cône coupe le premier cône suivant une seconde coni- 
que. Une de ces coniques est égale à la focale de l'autre 
conique. (Dieu.) 

Démonstration géométrique. 

Je supposerai démontrés les théorèmes suivants : 

i". Le heu des foyers d'une ellipse, dans r espace, 
est une hyperbole ayant son axe transv^er^e égal à la 
distance des foyers de V ellipse , et son axe non trans- 
^erse égal au petit axe de l* ellipse. • 

2°. Réciproquement : Le lieu des foyers d'une hyper- 
bole, dans l'espace, est une ellipse ayant son grand 
axe égal à la distance des foyers de l* hyperbole, et 
pour petit axe, l'axe non transi^erse de Vhyperbole. 

3^. Le lieu des foyers d'une parabole, dans V espace, 
est une parabole égale à la première >. 
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I*' cas. Soient SXY le premier cône [Jig^ i), S'X' Y' le 
second. Nous pouvons supposer les deux plans tangents 
SY et S'X' perpendiculaires au même méridien. 



Fig. I. 




Pour démontrer que la courbe d'intersection du cône 
SXY par le plan S'X' est égale à la focale de la courbe 
d'intersection du cône S'X' Y' par le plan SY, il suffit de 
démontrer que 

A'B = FF', » 

et que 

VI 2 a / 2 a 

fr — A'B = VAB —FF' ; 

cela revient à démontrer ces deux égalités, A'B = FF' et 
AB =ff. Or nous savons que AF == BF', que B/= A'/'. 
Or, comme By= BF', on a 

AF = BF' = B/= A'/'. 

Les deux égalités à démontrer se réduiront donc à une 
seule; car, si nous considérons Tégalité FF' = A'B, elle 
peut s'écrire 

FF' -h AF + BF' = A' B -f- B/+ A'/', 



ou 



AB=//'. 
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La qu(;slioii revient donc à démontrer seulement cette 
dernière égalité. 
Or on a 

BF = B/' ; 
donc on a aussi 

BF 4- FA = B/' -h B/, 
ou 

AB=://'. C. Q. F. D. 

1^ cas. Le plan tangent au premier cône coupe le se- 
cond, suivant une parabole. 

Il est évident alors que les deux cônes ont des angles au 
sommet égaux ^ alors la simple considération de la symé- 
trie de la figure fait voir clairement que les deux para- 
boles dlnterscction sont égales : il serait du reste facile de 
faire une démonstration plus rigoureuse. 

Démonstration analytique (*). 

Je suppose que Ton ne connaisse aucun des théorèmes 
énoncés au commencement de la démonstration précé- 
dente , et*je vais faire la démonstration directe de la ques- 
tion proposée. 

Considérons deux cas: i" le plan tangent à l'un des 
cônes coupera le second suivant une ellipse ou une hyper- 
bole; 1^ il le coupera suivant une parabole. 

L'équation générale des sections coniques est 

2 rf sin a sin B sin a sin ( a -h 2 S ) , 

•^ ~ cos ^ cos^ p ' 

a = SAB, et 2p=:ASB, rfcrrSA. 

Considérons le premier cas et rapportons la courbe à son 
centre ; pour cela il suffira de changer x en x H- rt , ce qui 

(*} Ce qui suit appartient h MM. Painviii et Thiolier. 
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donnera 

^_^2dsina. sin p 
cos p 
2asina sin(« -i-2^} 
cos'p 



( 3;i' ) 



sin a sin fa -4- 26) 2 ^/ sin a sin 

i^ Li ^î _| 1. a , 

cos' P cos p 

sin a sin (a 4- 2 p) ^^ 
cos'p ^ '^ 



ce qui donne pour l'abscisse du centre 

^ sin 2 6 

a = = • 

2 sin (a 4- 2pj 

Substituant cette valeur dans l'équation, on aura 

( A ) r' -+- *iî^^M«- ±-lËi ^2 ^ ^' sin g sin' p 

cos'P sin (a 4- 2 p)* 



Fig. 2. 




Or nous voyons que si l'on considère maintenant Tin- 
tersection du cône S'X' Y' par le plan SX, îl suffira de 



changer a. en 36o° — a , jS en a -h (3 cl d en d 
alors nous aurons 



sin p 

sin (a -h p)' 



sin a sin (a 4- 2 p) ^ rf'sinasin'P 



cos' (a 4- p) 



sin (a 4- 2 p) 



On voit facilement que si l'équation (A) représente une 
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ellipse, réquation (B) représentera une hyperbole , et ré- 
ciproquement. 

Cherchons maintenant le lieu des foyers de la courbe 
représentée par l'équation (A), et démontrons que son 
équation est identique à celle de la courbe représentée 
par l'équation (B). 

Soient /?, 9, ries coordonnées de l'un quelconque des 
foyers, écrivons que sa distance à l'un des points quel- 
conques de la courbe est une fonction rationnelle entière 
et du premier degré des coordonnées de ce point, ce qui 
nous donnera la relation 

(C) (^c — ;?)2 4-(j — 9)'H-r'= (nix-hnx-i-s)\ 

en prenant pour plan des xj le plan de la courbe lui- 
même , pour axe des z la perpendiculaire élevée à ce plan 
par le centre de la courbe, pour plans des zx et des zj 
les plans qui passent par. l'axe des ^ et les axes corres- 
pondants de la courbe. 

Identifions la relation (C) avec Téquation (A); nous 
aurons les cinq relations suivantes : 

( 1 ) W/2 = o , 



I — «' sin a sin (a -|- 2 p) 



(2) 

(3) 

(4) 



La relation (i) donne /// = o et « = o. Supposons d'a- 
bord /n= o, alors la relation (4) donne ^ = o, ce qui 
prouve que le lieu sera contenu tout entier dans le plan 



I — 


m' 


ces 


'p 








p-h ns 












I — yw' 








q -\-ms 


"~~ o 










I — w^ 






hq' 


+ r^ — 5' : 


= — 


sin 


sin a sin 

(a-f-2 


P) 
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des zx> La relation (2) donne 

v/cos' p — sin a sin ( a -4- 2 p ) 

cos p 

et, en simplifiant, 

cos(a-f- 8) 

n = ^ ^; 

cosp 

la relation (3) donne 

p cos p 

"~ cos(a-}-p) 

Substituant ces valeurs dans la relation (5), nous au- 
rons l'équation du lieu 

o'cos'B ^/^sinasin'B 

^ cos'(a+p) sin(a-h2p) 

et, en simplifiant, 

,^. , sina sinfa -h 2fi) , r/^sinasin^S 

^ ^ cos'(a-hP) ^ sin(a + 2p) 

On voit donc que cette équation ne difTêre de l'équa- 
tion (B) que par le nom des variables-, elle représente 
donc un lieu identique. C. Q. F. D. 

Note. M. Thiolier démontre de la même manière le cas de la parabole. 



FORMULES DES FONCTIONS DE M. STIIRM POUR LES ÉQUATIONS 
DU DEUXIÈME, DU TROISIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ, 

Par m. KORALEK, 

Professeur. 



1. On trouve ordinairement ces fonctions calculées 
pour des équations tronquées \ nous croyons utile de don- 
ner ces fonctions pour des équations complètes. On n'aura 
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besoin que de faire des substitutions numériques pour 
connaître immédiatement le nombre et les signes d(*s 
racines réelles. 

Équation du deuxième degré. 

V = Aa j:"'' -f- A, X -4- A© = o, 
V, = 2AaX-f- A,, 

v, = a; -4 a, a,. 

Équation du' trois ièine degrc. 

V = A3 07^ -H Aa X- -h A, j: H- Ao = o, 

\ j ^_ o Aj X ~x~ 2 Aj X "7" A| j 

V, = 2 o: (A', — 3 A, A3) -h (A, A, — 9 Ao A,\ 

V, =: — 4AoAjA3-f- i8a^a, a^a; 

— 27 a; a; -h à; a; A3 — 4 ^î A^ 

Équation du quatrième degré. 

V = A, x« + Aax'-h A,j:2 4- a, .r h- Ao = o, 
V, = 4^4^'+ 3 Aax'-f- 2A2a;-h A,, 
V, = yjx^ -f- 7^ -+- r, /? = 3AJ — 8A2A4, 
7 = 2 Aj A, — 12 A, A* , /•= Al A3 — 16 Ao A4, 
V3 = ûx -h bf 
i6âf = {2A2 A3— - 12 A, A4) (9 a; —- 32A2 A3 A4 -+-4SA, AJ) 

— (3A^— 8a,A4)(6a,aj-i6aîA4—4a,A3A4+64AoA;), 
tf = 32AoAaA;— 12A0AJAJ h-28a,A3A3AJ — 6a,a;a, 

— 36a;a;4-2aja;a4 — 8a;aj, 

i6^ = (A,A3— i6AoA4)(9Aj — 32A2A3A4 -+-48A, k\) 
— A, (3 a; — 8AaA4)% 
h = — 48A0 A,AJ-+- 32AoA,A3Aî _^gA„Aj A, 

-f- A, A, k\ A4 ~ 4 A, A^ a; -f. 3 a; A3 a;, 

V4 = ^ {aq — bp) — a^r. 

Note. Pour connaître le nombre des racines réelles d'une équation algé- 
brique de degré n, il suffit de connaître les coefficients des premiers lermcji 



Digitized by 



Google 



( 335 ) 

des fonctions de M. Sturm. Or, ces coefficients se calculent facilement 
d'après le procédé de M. Gayley {Journal de Mathématiques, t. XI, 
p. 298; 1846). 
Soit l'équation 

On a 

Vm=Ax"-'" -+-...; 

représentons par S, la somme des racines élevées chacune à la puissance /. 
Formons les suites 

Q»i-+-3 = ^m+2 - Px S«+i -^P^^m" P% S„_, , 



Qam-. =^im-i — Px^%m-z'^Pi^'im^K 4-...-+- (- <T V^_, S,„_,; 
on aura 

S,, Sa»--*» '^m-i> Qm-Hi 

A = déterminant /ce «in 



^m-i' '*^m' • • ' ^a/ii-3» Q2/11-» 



Th. 



CONCOURS D AGRÉGATION AUX LYCÉES, ANNÉE 1850; 

Par m. dieu, 

Agrégé, docteur es sciences. 



COMPOSITION DE MÉCANIQUE. 

Première question. Un point matériel pesant glisse 
sans Jrottement sur une courbe liée à un axe vertical 
autour duquel elle tourne uniformément ; on demande à 
quelle condition cette courbe doit être assujettie pour 
que le point glisse d'un mou^emerit uniforme. 
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Seconde question. Une droite sur laquelle un point 
matériel pesant glisse sans frottement, tourne unifor- 
mément autour d*un axe horizontal auquel elle est liée-, 
déterminer le mouvement du point sur la droite. 

1°. Le mouvement du point sur la courbe tournant 
autour de Taxe est identique à celui qu'il aurait sur cette 
courbe rendue fixe, si on lui appliquait continuelle- 
ment une force égale à la force centrifuge provenant de 
la rotation autour de l'axe ; donc il s'agit de trouver la 
courbe pour laquelle la somme des composantes tangen- 
tielles de la force centrifuge et de la pesanteur est tou- 
jours nulle. 

L'axe des z coïncidant avec l'axe vertical fixe et étant 
dirigé de bas en baut, si Ton désigne par x^ y^ z les 
coordonnées du point à la fin du temps t^ par ds l'élément 
correspondant de la courbe, et par w la vitesse angu- 
laire constante autour de l'axe des z , la composante tan- 

gentielle de la pesanteur est — S ~T"* ^^ c^g de la force 

centrifuge est w* ( ^ j~ "+" ^ 3~ )' ^^^ ^^^ composantes de 

cette force suivant les directions des axes sont a:a>', )^w* 
et o. Ainsi la courbe doit satisfaire à l'équation différen- 
tielle 

g dz =^ tti^ {x dx -^ y dy) ^ 

dont l'intégrale est 

qui représente un paraboloïde de révolution autour de 
l'axe fixe. Donc , la condition demandée est que : 

La courbe engendre, en tournant autour de Vaxe 
fixe, un paraboloïde dont la distance du foyer au som- 

met soit égale a - —' 
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2^. La droite fixe étant prise pour axe des x, et le plan 
du cercle de gorge de Thyperboloïde engendré par la 

droite mobile A, pour celui des yz-^ Taxe des^ sera vertical 
et dirigé de bas en haut, celui des y horizontal et dirigé 
de manière que la rotation de A autour de l'axe des x s'ef- 
fectue de celui des j" vers celui des z. Cela posé, soient : 

Cl) la vitesse angulaire constante avec laquelle A 

tourne autour de l'axe des a:-, 
r le rayon du cercle de gorge de Thyperboloïde , 

égal à la plus courte distance de ces deux 

droites^ 
a \x d'un point B de A 5 
R la distance de B à Taxe des x ; 

à l'angle que la projection de R sur yz fait avec 
l'axe des y quand ^ = o ^ 

a l'angle constant que A fait avec l'axe des a:, et, 
à la fin du temps ^, |3 , y les angles (variables) 
que A fait avec les deux autres axes de coor- 
données 5 
x^y^ z les coordonnées du mobile, à la fin du temps t\ 

s la longueur (prise avec le même signe que a:) 

de la partie de A comprise entre le plan yz 
et le point (x, y^ z). 

A la fin du temps t^ qui sera compté à partir de l'in- 
stant où la droite A coupe Oy^ les coordonnées du point 

où elle perce yz sont 

o, rcoso)^, rsin&)^; 

et celles de B sont 

tty Rcos((î-l-w^), Rsin((î + w/); 
Ann. de Mathémat. XL (Septembre j852.) ^^ 
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donc 

Rcos(5^-wf) — rcosw/ 
cos 6 = cos a . ■ ^^ j 

^ a 

R sin (B + (ùt) — rsiob)/ 
cos 7 = cos a . ^ 9 

et 

cos B cos 7 . 

r = î- j: -h r cos &) / , s = x -\- r%\n<ùt, 

cos a cos a 

D'ailleurs, en prenant convenablement le sens des x po- 
sitives, on a 

X z=. s cos a . 

Les composantes parallèles aux axes de la force centri- 
fuge sont, pour le point [x^ y^ z)^ 

O, w^jT) w'z; 

donc la composante de cette force suivant la droite A 
est exprimée par 

w' ( j cos p -h Z COS7), 
ce qui revient à 



"■( 



Rcos^~r\ 

s , sm' a -{- r cos a . 1 9 



d'après les équations précédentes , et eu égard à ce que 
cos' j3 -H cos* y = sin* a. 

Enfin, la composante de la pesanteur g suivant la 
droite A est 

R sin ( ^ 4- « ^ ) — r sin 0) f 

— fi' cos a. ^^ 

a 

D'après cela, Téquatîon du mouvement suivant la droite 
A est 

d^s , . , Rsin(^-|- wr) — rsinw/ 

—- w' sin' oL,s =. — g cos a . ^ '- 

dt^ a 

R cos (î — r 

-h r «^ cos a . . 
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On voit facilement que, C, C désignant deux constantes 
arbitraires, l'intégrale de cette équation est 

^ ti'i sin a ^, — Mt sin a 
s=:Ce -+-Ce 

Rsin(^+ wf) — rsinwf rcosa.fRcos^ — /) 

{ a ces 3C t ^^ - ^ ' 

«w'(i-hsin'a) * /7sin'a 

(e est la base des logarithmes népériens) j et, par suite, 
on a, en désignant par ^ la vitesse du mobile à la fin du 
temps f , 

/^ M < sin PC ^, — 6jfsin«\ 
V z=:tùS\T\a.,\Ce — Ce ) 

R COsf^-4-&>f) — rcosMt 

-+- g ces a . ; 

a w(i+ sin^a) 

Ces deux formules donneront les valeurs des^ v^ à un 
instant quelconque, quand on aura déterminé C, C, 
d'après les valeurs initiales; elles feront par conséquent 
connaître le mouvement du point matériel sur la droite A, 
dont la position sera déterminée par les coordonnées du 

point où elle perce le plan yz , et les valeurs correspon- 
dantes de cosa, cosjS, ou, si l'on aime mieux, on cal- 
culera x^ j. z BM moyen des équations qui ont d'abord 
été posées. 

Si C ^ o, le terme qui contient e , comme lac- 

teur, finira toujours par dominer dans les valeurs de s et 
de i^ qui croîtront indéfiniment avec t. 

Si C = o, ce seront au contraire les termes contenant 
les lignes trigonomélriques qui domineront à la longue, 
de sorte que le mouvement tendra à devenir oscillatoire. 



2SI. 



Digitized by 



Google 



{ 3.}u ) 



CONCOURS D'AGRÉGATION AUX LYCÉES, ANNÉE 1849; 

Par m. dieu, 

Agrégé , docteur es sciences. 



COMPOSITION DE MÉCANIQUE (*). 

Deux points matériels pesants s'attirent en raison 
directe des niasses, et en raison im^erse des carrés des 
distances y ils ont des vitesses initiales parallèles et di- 
rigées dans un même plan vertical : déterminer le mou- 
if ement de ces points dans le vide. 

Il est d'abord évident qu'ils ne sortiront pas du plan 
vertical des vitesses initiales. 

Soient : 

m, m' les masses des deux points, et m -f- m' = m, ; 

1^0 5 ^0 '^* vitesses initiales de m ei m' \ 

G le centre de gravité de ces masses à un instant quel- 
conque 5 

(t^o sera positive, i^\ positive ou négative, selon qu'elle 
sera de même sens que v'o ou de sens opposé). 

G se mouvra dans le plan des vitesses initiales comme 
un point matériel pesant et libre, qui partirait de la 
position initiale de G avec la vitesse 



parallèle à i^o (principe du mouvement du centre de gra- 
vité). Donc, G décrira une parabole si cette vitesse n'est 
pas nulle ou verticale , et une droite dans ces deux cas 
particuliers. 

(■^) La composition d'analyse de Tannée 18/19 se trouve à la page 6G. 
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Pour reconiiaitJ'C quels seront les mouvements de //* 
et ni' relativement à G, il faut : i^ imprimer d^abord à 
ces masses des vitesses égales et contraires à la vitesse 
initiale de G, de sorte que leurs vitesses initiales devien- 
dront respectivement 

m' , . m , 

— 1*^0 — •'o , K — «%j; 

2^ leur appliquer à chaque instant une force accélératrice 
égale et contraire à la pesanteur qui ferait suivre à un 
point matériel libre le mouvement du point G (principes 
des mouvements relatifs). Or la force accélératrice ajou- 
tée ain^i, détruisant Teffet de la pesanteur sur m et m', 
les mouvements de ces masses par rapport au point G ne 
seront dus qu'à leurs vitesses initiales relatives , et à leur 
action mutuelle. Mais cette action donne pour m et m' des 
forces qui sont toujours en raison inverse des carrés des 
distances de ces points au point G ; car on a, d'après une 
loi connue, 

w, //i, , 

m' m 

r, p et p' désignant les distances (m, m'), (m, G) et 
(w', G), de sorte que les forces appliquées à m et m' sont 
représentées par 

m m' ^11 I th^m'^ \ 

a — • ~ "> i — • -T., ' 

m\ 6- m] p - 

[k désignant l'action mutuelle rapportée à l'unité de masse 
et à l'unité de distance. Donc : 

Les mouv^ements relatifs de m et in autour de G s'ej- 
fec tueront , en général^ sur des sections coniques à élé- 
ments constants y dont un foyer suivra le mouvement 
de G] et ces coniques pourront y dans des cas particu- 
liers ^ se réduire à des circonférences ou à des droites. 
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On a toujours 

p' : P : : m : /// ; 
donc : 

Les trajectoires relatwes de m et m! autour (le G sont 
des. lignes homothéliques , dont le point O est un centre 
d'homothétie im^erse, 

11 résulte de celte exposition que les formules connues 
donneront, à chaque instant, la position et la vitesse 
absolue de G, ainsi que la position et la vitesse de m 
et m' relativement à G. On trouvera la position absolue 
de m et m' par une addition de coordonnées , et la vitesse 
absolue de l'une ou de l'autre de ces masses, en prenant 
la résultante de la vitesse relative et de la vitesse absolue 
de G transportée à cette masse. 

Si Ton applique le calcul à la question , on sera d'abord 
conduit aux conclusions qui précèdent. Kous ne donne- 
rons pas cette application (il s'y présente , pour la déter- 
mination des constantes arbitraires, des choses analogues 
à celles qu on trouve dans la solution du problème de 
Mécanique de Tannée i84 1 , Nouv^elles Annales, tome X, 
page 33o), parce qu'elle n'olTre pas beaucoup d'intérêt 
et qu'elle est fort longue, attendu qu'il faut considérer 
successivement un assez grand nombre d'hypothèses, 
quant aux circonstances initiales qui influent sur la na- 
ture des trajectoires et des mouvements de m et m' rela- 
tifs à G, et absolus. 

Nous dirons seulement que les trajectoires absolues de 
m et m', transcendantes dans tous les autres cas , sont 
algébriques dans celui où les trajectoires relatives sont 
des paraboles. Enfin, nous ferons remarquer que, si Ton 
avait 

/;/Po -4- /«'<% ^^ o, 
i^'esl-àdirc si les quantités initiales Ho mouvement de m 
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et m^ étaient égales et de sens opposés, G ne bougerait 
pas, de telle sorte que les trajectoires absolues de m 
et m' ne seraient autres que leurs trajectoires relatives 
à G. 



CONCOURS D'AGRÉGATION AUX LYCÉES, ANNÉE 1850; 

Par m. dieu, 

Agrégé, docteur es sciences. 



Si une courbe à double courbure a sa première cour- 
hure constante, le lieu géométrique des centres de cour- 
bure se confond avec Varête de rebroussement de la 
surface-enveloppe des plans noiirtaux, et réciproque- 
ment. 

Le rayon de courbure R est donné pour chaque point 
M (jc, y, z) de la courbure par la formule 

en prenant x pour variable indépendante , et désignant 
par y\ y"^ z\ 2'' les dérivées première et seconde de y 
et z^ et, puisque R est constant, on a 

Le centre de courbure A ($, yj, f ) est déterminé pour le 
point M par l'équation du plan osculateur, celle du plan 
normal , et la dérivée de cette dernière équation , sa- 
voir : 

(2) (^-x)(/z"-z'^'')-(>,-^)z"-f-(Ç-.z)/' = o, 

(3) ç _ ^ 4. (^ ^y) j^ 4- ((; - z) z' = o, 

(4) [^ - r) r'^ + (^ - ^) ^'' = I + j'= -^z^';- 
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et le point B de l'arête de rebrou ssemenl, correspondant 
à M, dont on peut aussi représenter les coordonnées par 
Ç, yj, ^, est déterminé par les équations (3), (4), et par 
la dérivée de Téquation (4), 

Or, si Ton tire des équations (a), (3), (4) les valeurs 
de Ç , 73 , Ç , ou plutôt de g — x, m — j^, ^ — z, puis qu'on 
substitue celles de m — j^ ^ — z dans l'équation (5), on 
trouve que le résultat ne diffère pas de l'équation (i). 
Donc on déduirait des équations (3), (4), (5) les mènaes 
valeurs de Ç , y? , ^ , et , par conséquent , B coïncide 
a^ec A, quel que soit M, ce qui démontre la proposition 
directe, 

La réciproque n'est pas plus difficile à prouver. En 
effet , pour que le lieu des centres de courbure se confonde 
avec l'arête de rebroussement dont il s'agit , il faut et il 
suffit, d'après ce que nous venons de dire, que la courbe 
satisfasse à l'équation (i). Mais, en posant 

I -h j'^ -h z'» = u, [fz" - 2fy'^y-\-y^' -f. z"^ = i., 

cette équation devient 

^vdu — udv = o, 



et, en intégrant, on a 



— = const. . 



ou bien 

R = const. , 

C. Q. F. D. 
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SOLUTION 6ÉNÉRALE DE LA QUESTION %U (PROVHET) 

(Toir t. X, p. 18S); 

Par m. p. TARDY, 

Professeur à Gènes. 



Po étant Taire d'un polygone convexe de n côtés; 
Pi Faire d'un polygone ayant pour sommets les milieux 
des côtés du premier polygone; Pj l'aire d'un polygone 
ayant pour sommets les milieux des côtés du second po- 
lygone , et ainsi de suite ; il s'agit de démontrer qu'on a 

P. "'^^' p. I (^^--^^)(^^-^4') p^ 
1 .2.3 ' I .2.3.4.5 

^^^^ ( . rr- {n^~^^) (/,'-4') ... [;,'- [n-^Y] „ _ 

^~^> 1.2 3. .,(«-!) *'^-°' 

1 

si n est pair, et 

1.2 I .2.3.4 

^° M^r .^ («'-i')("'-3')...[/.'-(»-2r] p . _^ 

■^^"'^ 1.2. 3.. ,(«-!) ^~ 

si n est impair. 

Lemme, Soit la série hypergéométrique 

a 8 7 
( \ l i à z 

1.2 ^,^-1-1) s(e4-i) 
En menant a -h i pour a et /3 -f- 1 pour £, et ôtant I.1 
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série priiiihive, ou obtient la relation 

I<p(aH-i,lÎ4-i,7, <î,«)=f(a,p,7, ^,e) 
— ^ x.(pia,p-M,7-M, ^4- I, 6-hi). 
£ 

De la même manière on aura 

<p(« H-2, p-l-2, 7, Je) = cp(a-f-i, p + i,7» ^» 
H-M(p(a-hi,p-|-i,7+l,J-4-I,s-Hi), 

ou 

çp(a-h2, p-h2, 7, J, e)= (p-h)i,flp(a, p4- 1, 74-1, ^4-1 , s-h i) 
-+-^<p(a, p-h2,7H-2,5-f-2,g-h2); 

et en général par une continuelle application de la rela- 
tion (ft) , on arrive à cette formule 

iip (a -h m , p -h /7? , 7 , J, g) = (p ( a , p , 7, J , € ) 
-f.A»ç(a,p-4-i, 7-hi,5-hi,fi-hi) + ... 
-|-A„(p(a,p4'/w,7 + /w,J-4-/w,8-f-/w). 

De là nous pouvons conclure que si pour des valeurs par- 
ticulières de x, a, P, y, cî, e , on a 

«p(ai P> 7> ^> «) =<^> 

y (a, p-h fA, 7-f-fA, «î-Hp, 6 -f-fi) =0, 

IX désignant un çntier quelconque, la série (a) sera tou- 
jours nulle, lorsque sans changer x, y, cî, e, on augmente 
a et (3 d'un entier m à volonté. 

Cela posé , soient jCi , /i , ar^ , j)^t , . . . , x*„ , /„ les coor- 
données des n sommets du polygone donné; les coordon- 
nées des sommets du premier polygone inscrit seront 

^1 -h J^-i Ji H- J2 -'^^ 4- -^3 

5 ; 9 

9. 2 2 

Jî -f- .rn -^n -f- -^1 Yn *+■ Ji . 
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celles des sommets du second polygone inscrit seront 

X, 4- 2 ^2 -h 0:3 y, 4- 2 j5 -4- y s 



4 ' 4 ' 



4 ' 4 ■ 

et en général en appelant x^^\ y^^ les coordonnées du 
sommet (^) du polygone inscrit de l'ordre (p) , nous au- 



rons 

X 



•^^ ^ LH- (/^ V-' -7^+/»-. 4- (P)p'f9'irp J ' 

OÙ, pour abréger, nous avons posé 

(P )m = 5 ^ 9 

^' ' 1 . 2 . 3 ... m 

et où il faut prendre les indices de x et de j^ égaux au 
reste de leur division par n toutes les fois qu'ils devien- 
nent plus grands que n. 

Si nous supposons p <^n^ puisqu'on a (p),„ = o pour 
m'^P'i nous p*ouvons écrire les valeurs des coordonnées. 

x^^\ r^^^ ainsi : 

q J q 

y 1P L+ [p)n-qX^-\- (/'/)„-^H-,a:,4-. . .-f-l/^jn-f»'?-' J 

(/>)_! r (/')oJî+(/').r7+. H---- 1 

•^y af- LH- {P)n-.qyn + {p)n-q+iX^ "^ . • • 4" (/^)n_. r7-' J 

Maintenant on sait que la surface P^ est donnée par 
l'expression 

JP) 'P'__ (p! ^Jr'j_L. ^>^ jy^ -r'-P^ JP^' 



^P- 



J 1 I -^ 2 2-^1 ' 2 '' W o " 2 
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En subslituant pour ces coordonnées leurs valeurs, et 
cherchant le coefficient Os du terme général J^^ r^ + o ^^ 
trouvera, avec un peu d'attention, 

i{p)o (/'}.-.+ (/^ ). iy^)*+ (Ph (/^ W« -4- • . • -*- {P)n^s{p)n- 
4- (P)n-s^i (P\ -h (P)n-s^7 (p)^ + • . • 4" {p)n-^ (p)s-t 
— (P)0{p)s^i — {P)^ (/^),^, — ...-(/?)„_,_,(/?)„_, 
— (P)n-s-i (p)o — {p)n-s {p)i — . . . — {P)n^y{p)s 

Observons que ce coefficieut est indépendant de q et 
dépend seulement de 5; qu'il s'évianouit pour ^ = o et 



n 



pour 5 = - dans le cas que n soit pairj qu'il revient le 

même si la différence entre les indices de / et de a: est 
s — n\ qu'il change de signe si cette différence devient 
— s ^ ou /i — s. 

Il n'est donc pas nécessaire de l'évaluer au delà de 

s = SI n est pair, ou de 5 = si n est impair. 

Pourtant si nous dénotons par A, la somme des termes 
dans lesquels la différence entre les indices soit égale à 5, 
ou à 5 — «, diminuée de la somme de ceux dans lesquels 
cette différence soit — s ou n — s\ c'est-à-dire si nous 
posons 

A, = ^, Xs-^\ 4- X., XsA-i H-.. .4- Xn-sXn 4" ^n-s+y /l 4". .. 4" x^y's 
""" -^i+i JTi — «^jH-ajra — ••• — XnXn^s — «^^i^n— jh-i — '••~"«^<^ii> 

il est clair que nous obtiendrons 

P^ =r= Ô, A, 4- Si Aj 4- . . . 4- ô„ __ .^ A„ _ .^ pour n pair, 

•1 î 

et 

P^ = Ô, A, 4- 02 As 4- . . 4- 0„ _ , A„ _ , pour n impair. 

•2 2 

Maintenant , si nous limitons l'ordre p du dernier poly- 

. ^ n — 2 . . , n — I , 
gone inscrit a si n est pair, ou a si n est im- 
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pair, les coefficients biuomiaux (^)„_,, (/^)„-.^+i, (/^)«~i 
s'évanouiront tous , et la valeur de 9^ se réduira à 



, ( (pUp)s-^i-^{p)i{p)s'h{p)2{p)s^^-h...■^ip)p^s^^{p)p 



^{p)o{p)s+^'-{p)i{p)s-^7 — {p),{p)s-^2—'^>—{p)p•.s-^{p)p 
■{P)n^s-^i{p)0 

De la formule générale 

-h(«), (ï')m-|-t-(«)o(^)« 

(fo/rCauchy, Cours d'Analyse, ch. IV, § 3, p. loo; 1821), 

en faisant 

u = tf = p, m =zp — 5-hi, 

et en se rappelant que 
on lire 

ip)i>{p)s~^-^(p)i{p)s'h(p)2(p)s^^'i'^ . . 
4- (p}p-s+i {p)p = ( 2p)p-s^^ , 

et en faisant ni = p — s — i , 

(/^)o (/>).+. 4- (».(/? ).-^, + . .-h{p)p-s-i{p)p—{'^p)p-s-^, 

où l'on voit qu'il faut prendre (2p)_, =: o. 

Le dernier terme de 6, (p)n^s^i (p)o sera toujours 
nul, excepté le cas de 5 = 9 parce qu'alors il devient 

(p) n^i ^^ pour p = est égal à l'uni té. 

De cette manière , nous aurons 

-^A,^[{2p)j,^l^ — (2/?V_*_,] 4-. . . 

2 A 

2^<'+' P, = A, [( 2/7), - (2/7)p_,] -h A,[(2;.)p_,] + . . . 

+ A,+j[(2/»)^_» — (2y>)/,_«_,] +. . . 

+ A„_,r(2/j) „_3 —(/»)„_, 1, «impair. 

-rL "— ï- — -J 
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Ayant égard ensuite à régaiité 

/ \ /« \ (2/^-+- l)(l-h A-) 

nous pouvons écrire 

2'/'P^ = - (2/3 +!),_,. A, -H— —(2/> + !),_,. A, -(-... 



p-i 



^Trzni^p-*- ' )/-*-■ •A,+* + ... 



n — 2 



2 

si n est pair ^ et 

û-''P^= - (î/? 4- i)^.-,. A, -h —^ {2;» -f- i)^_5. A, -+-. . . 

4-- 7(2/?-+- I )/,_*_,. A, ^A 4- . .. 

/i — 3 

2 

L ^ a i J 2 

si w est impair. 

Dans ces équations, il faut substituer au coefficieiU 
d'un terme quelconque du second membre , par exemple 
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de A14.J, c'est-à-dire à la quantité 7 (^P -^ i)/»-<-i5 . 

p — k 

- {2p)p^i= - lorsque p devient égal à /r. 

En opérant ces substitutions dans les formules (A), (B), 
et en réfléchissant que P^ sera la première à introduire le 
terme Ai+t, on aura, dans le cas de n pair, pour coeffi- 
cient de Ai^.i la série suivante : 

^ *^ 1.2. 3... (2/- 4-1) *2^*-^' 

- {2/f 4-2)(2Â--4.3) 2 I i^^-^^)» 

"^ (2^ -h 2) (2/?'-h 3) (2>^ -t- 4) (2^- -h 5) 



X 



xè--^(^'^- + ^)' — ••• + (-0 ' 



X 



2^ 2 

[/i^-^(2^>4-2)^][/l^ — (2A--4- 4)-^]. ..[«=^— (/g — 2)^3 



(a/- -h 2)(2X-H-3)...(« — i) 

n — 2 Ar — 4 



X -T — • (n — I) 



2 

Considérons la série entre parenthèses, et faisons - = r 
elle pourra se mettre sous la forme 

r — k — I r + ^' "t- T 
i 2^ ~h3 

(r--X---i)(r— ^•— 2) (/--h^-i-i)(^-4-Ar4-2) 
"^ TT^^ (2^-|-3)(2X--h4) 

(') \ (r^k — i){r—k---i) (r-X--3) 

1.2.3. 

(^+A-4-i) (r4-/--f-2) (7'+X-+-3) 
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La plus petite valeur que /• peut recevoir poar une valeur 
donnée de k est évidemment A -f- 2 , parce que , pour arri- 
ver a Pi , il faut que le dernier indice de P dans la for- 

mule (A), c'est-à-dire '■ , soit au moins = k. Or, je 

dis que la série (1) est toujours égale à zéro. En effet, elle 
est un cas particulier de la série (a) du lemme, celui dans 
lequel on poserait 

a = r — k — I, p = r4-A^4-i, 5=2^-h3, y = s = x = J', 

de plus, on voit tout de suite qu'elle est nulle pour r=A4-2, 
et nulle aussi lorsqu'on augmente jS, cî, y, s d'un nombre 
entier quelconque m 5 on en conclut donc par le lemme 
qu'elle s'évanouira pour des valeurs quelconques entières 

de r et de A , pourvu que r _ A -f- 2. 

De cette manière, la première formule (A) est com- 
plètement démontrée. 

Passons au cas de n impair. 

En faisant la substitution de l'autre valeur de P^ dans 
le premier membre de l'équation (B), on en tirera pour le 
coefficient de A,.,.;^ , 



(■ 



/l^— (2X--J- I)' 



1.2.3. 

2) 2 



(2X-) 
(2X-f-3)o 



(2X- -h l)(2^ -t-2j 2 I 

[;;2_(2/--M)-^][/2'~(2X-— 3)'] 



(2^-hl)(2 A-- 



X 



2^ ' ' 1 



2)(2X-- 

4-/- 



3)(2.>f4-4) 



-+- 



[/^'^(2/^4-l)^][/^^-(2/•4-3)^]...[(/^^--(/^ — 2)»] 



X 



(2A-4-I) (2/--H 2). . . (/I — l) 

14-/' 



'('0„~: 



— / 



- — k 
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Cette valeur n'est pas exacte pour k= —5 et nous 

aurons , au lieu de celle-ci , pour la valeur du coefficient 
de An — r, la quantité suivante : 
2 

«— 3 

^ ^ i.2,..(/2 — 3) '2"-' 

"^^ ^ I 2.3. ..(/î-l) 



I 72 — 2. / n — I \ 

Xr»--T-(-i-).' 



qui est évidemment zéro. 

Prenons la série entre parenthèses du coefficient de 

Ai^;t et mettons =^^ ^^ réduisant, on verra qu'elle 

peut se présenter sous la forme 

I ^ , - , t , . ^_ Il - 

1 2X'4-3 a/--hi 1.2 

(r-f-X-H- i)(r 4- A- - f- 2) ( 2 Xr + 3) (2 i^ -^ 5) 

^ (2^-r3)(2>^-H4) ' (^'î- -H ij'(2/^ -^ 3) 

(r_<f)(r— /•— i)(r— >?■ — 2) 

7:7:3 

(/•-F >^- H-i) (/--^ >^ -H 2) (r H- >^ + 3) 

^ (2/--h3)(2/--f.4)(2^ + 5) 

(2y^ + 3)(2A-4-5)(2/- + 7) , 
^(2/-+i) (2^ + 3)(2X H-5j"^** • 

Ou déduit aussi cette série de celle du lemn^p en prenant 

2t^-h3 

tf = 2A'-|-3, e = 5 a: = i. 

2 

La plus petite valeur de r est A H- 2 , et Ton vérifie tout 
de suite que pour cette valeur la série se réduit à zéro , et 

Ann.de Mathémat., t. XI. (Septembre iSSa.) 23 
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qu'elle reste égale à zéro eu augmentant p, y, cî, e d'Un 
nombre entier m à volonté 5 par conséquent il en suit 
qu'elle s'évanouira toujours pour des nombres entiers 

quelconques r et A , pourvu que r ^ /f -4- 2 . 

Ainsi est entièrement démontrée l'autre formule (B) 
pour le cas d'un polygone d'un nombre impair de côtés. 

Quoique la démonstration précédtmte nous semble tout 
à fai t rigoureuse, cependant nous croyons que M. Prouhet, 
qui a proposé cette question , y est parvenu par une voie 
plus simple (*), et il est à souhaiter qu'il fasse connaître la 
suite des raisonnements qui l'ont conduit à ces formules. 
Nous ferons observer, en terminant, que les équa- 
tions (A) et (B) se vérifient immédiatement si le poly- 
gone est régulier. En effet , en désignant par A le côté du 
polygone donné , par Aj le côté du premier polygone in- 
scrit, par As celui du second, etc., on aurait alors 

. (n — 2)7r ^ . in — ^)it ^ . in — 2)ir 

A, = A8m^ —^ A2 = A, siB^ ^=z:âsm»^ ^ , 

2n in in 

. . 3 (/2 ~2)7r 

A3=i Asm' i i—,..., 

m 

et les apothèmes seraient respectivement 

I (n — 2)7r I (n — 2)ir , (n — 2)ir 

- A tang ^ — ? - A tang ^^ — sm i- , 

lin 1 in m 

1 f/î — 2)7r . , (n — 2)7r 

- A tang sm' . ^ ■— ?•• • 9 

2 ^ m in 

de manière qu'on aurait en général 

« I » f/i — 2)77 . „ in — i)-n 

P„ = 7 « A\ tang ^^ ^sm'/». ^ ^— 

^4. ^ in m 



(*) La solution de M. Prouhet, que noua donnerons, est, en effet, 
plus simple. Cela ne diminue pas le mérite de l'habile emploi que 
M. Tardy a fait de l'importante série hypergéométrique. Th. 
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En suLslituanl dans les formules counurs 



sin nx-=. n sin x cos x 



pour n pair, et 



cos nx = cos X 



1 sm' j? I 

H ^-7 sin« -c — . . . I 

2.3.4 J 

[n — 2)7r .1 1 . 

pour n impair, et en prenant x == ^ — -i 11 e«t clan- 

qu'il en résulterait les formules données par M. Prouhel. 



GRAND CONGOIIRS DE «852^ 

Par m. BARJOU (Jean), 

Né le 3o octobre i832, à Gontaud (Lot-et-Garonne), Élève du lycée 

Saint-Louis (Institution Barbet). 



MATHÉMATIQUES SUPÉRIEURES [Prix (*)]. 

Étant donnés: i"" les distances FM = r, FM' = r', 
FM"= r" de trois points M, M', M'' d'une conique au 
foyer F de cette courbe j 2** les angles MF A, M' FA, 
M^FA f wi déterminent les positions des rayons vecteurs 
FM, FM', FM'', relatiy^ement à une droite fixe FA , me- 
née par le foyer dans le plan de la courbe ; 

(*) C'est pour la première lois que, depuis rétablissement de l'Univer- 
sité, on n'a pas décerné de premier prix. On a puni les élèves de leur avoir 
donné une question banale, mal rédig^ée, et dont il semble que les au- 
teurs n'aient pas connu toute la portée (Géométrique : 

Quidquid délirant rcgfs, plrciuntur Achivi. 

23. 
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On demande : 

1°. De déterminer complètement la courbe, sa na- 
ture, sa situation et ses dimensions ; 

oP, D'appliquer la solution aux données suii^antes : 
r =0,3098011, a = i6«58'32",3, 
/ = G , 409 450 1 , a' = I 1 7° 22' 4o",5 , 
/'= 0,437 3418, a" =222° 12' 35". 

Lorsqu'on cherche réquatioii d'une conique en coor- 
données polaires, un foyer étant pris pour pôle et l'axe 
focal pour axe polaire , on trouve 



i — e cos w 



On sait que, lorsqu'on a pris pour pôle le foyer dont 
l'abscisse est — e , et qu'on a fait tourner le rayon vecteur 
en prenant la partie positive de l'axe des x pour point de 
départ, e est positif dans (i) -, e est, au contraire, néga- 
tif lorsque les angles étant comptés de la même manière, 
c'est l'autre foyer qui est pris pour pôle. 

Cela posé, il est clair que l'équation de la conique 
cherchée rapportée au foyer F et à la ligne FA sera 



I — e cos (w -h Ç) 



Ç désignant Fangle inconnu, positif ou négatif, que fait 
FA. avec l'axe focal. Les conditions du problème nous 
donnent les équations 

r= Il , 

i — e cos (a 4- Ç) 

,/ __ P ^ 

I — e cos(a'-|- ÇJ 

r"= !L^, .. 

I — ^cos(a -f- î;) 

Ces équations nous serviront à déterminer les trois in- 
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connues />, e et ^. Le problème n'admettra généralement 
qu'un nombre limité de solutions. 

Commençons par éliminer yt? et e, il vient 

d ou 



; r'cos(a' -h Ç)-~rcos(a -H- Ç) 



/'cos(a"-f- Ç) — /•ros(aH- Ç) 

Chassant les dénominateurs dans la dernière égalité, 
on a 

r' {/ — r) cos(a 4- <;) — / (r"— r) ces («' + ^) 
-hr(r''— r')cos(a -+- Ç) = o. 

Si Ton développe cos(a'' + ^). . . , on voit que tous les 
termes contiendront, soit cosÇ, soitsin^, et pas d'autres 
lignes trigonométriques ; divisant donc par cos^, il vient 

/' (/•' — r) (cos a" — sin a'' tang Ç) 
— r' (/' — /) (cos a' — sin a' tang Ç) 
-4- r [r" — /) (cos a — sin a tang Ç) r= o; 
d'où 

__ /'(r'— r) cos a" — / ( r '— - r) cos a' -|- r (/' — r' ) ces a 
*'^"^'^ "" /'(/—/•) sin a"— /^(r"—/-) sin a' -j-r(r"-/) sin a' 

Connaissant Tangle-^, ou plutôt sa plus petite valeur, 
qui sera positive ou négative, d'après les signes de sa 
tangente, Taxe focal sera déterminé. Mais cela ne déter- 
mine pas la position de la courbe. Cependant ses dimen- 
sions sont faciles à calculer : Téquation (3) donnera e, et 
l'équation (a) donnera p. 

Si , au lieu de considérer la plus petite valeur de Ç, on 
prenait ^ -f- i8o, on voit que l'axe focal serait toujours le 
ntême-, e changerait de signe, et p conserverait son an- 
cienne valeur. Avec un peu d'attention, on se rend 
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compte de ce changement de signe de e. Cela tient, et à 
ce que nous avons, dit au coramencenient sur le signe 
de e, et aussi à ce qu'en prenant ^ -f- 180 , au lieu de ^, 
Forigine des angles est reportée 180 degrés plus loin. 

Théoriquement , la queslioi^ n'est pas encore complè- 
tement résolue-, il faudrait connaître les conditions aux- 
quelles les données doivent satisfaire pour que la conique 
soit une ellipse, une hyperbole ou une parabole. Pour 
cela, il suffirait d'exprimer que le rapport focal est infé- 
rieur, supérieur ou égal à l'unité. On aurait aussi à cher- 
cher les conditions nécessaires pour que la courbe soit 
rapportée à tel foyer ou à tel autre. Ces recherches n'of- 
friraient aucune difficulté, et elles ne peuvent être d'au- 
cune utilité dans la pratique. 

Discussion. Jusqu'à présent, nous avons supposé que 
les angles a, a', ol^' étaient comptés dans un certain sens 
déterminé -, mais on peut compter ces angles dans quatre 
sens différents, de là quatre positions de la courbe dans 
son plan. Dans la pratique, en astronomie par exemple, 
le sens dans lequel on compte les angles est parfaitement 
déterminé , ainsi que leur origine; il est le même que ce- 
lui du mouvement de Tastre observé, alors il ne peut y 
avoir qu'une seule solution (*). 

Il reste à discuter quelques cas particuliers : 

Si Ton avait r = r' = r'', on aurait tang ^ = - : il y au- 
rait véritablement indétermination, car la conique est un 
cercle (e = o). 

(*) Lorsqu'on assujettit !es trois poiiïts à être sur la niêm« branche, if 
n'y a qu'une solution; c'est ce qui a lieu en astronomie. Cette restriction 
n'exige pas en géométrie. Les trois points, "pris deux à deux, peiivent se 
trouver sur une branche, et le troisième point sur la seconde branche, 
ce qui donne trois hyperboles; en tout quatre solutions. La première so- 
lution est une des trois coniques; et elle n'est astronomique que lorsqu« 
la courbe retilerrae le lover. Tsa 
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Si Ton avait /'= r', on aurait 

a •+■ a' . a' • — a 

, 2 sin sm 

^ cos a — cos a 2 2 a H- a 

tang ^^ = -; ; > =: -, ^ ==: — tang 

'^ • Sin a — Sin a' .a — a . a — a' ° 2 

2 sin sin 

2 2 

Ce résultat était facile à prévoir d'après la forme bien 
connue des courbes du deuxième degré. 
^application. Nous avons trouvé 

__ /' (r'— r) cos a"— r' ( r'— r) cos a'4- r ( /' — r' ) cos a 
*^°^ ^ ~ /' { r'— r) sin a"-^ / ( /'— r) sin a' 4- /' ( r''— / ) sin a * 

Je laisserai tang ^ sous celte forme, parce que c'est celle 
qui exige le moins de logarithmes et le plus petit nombre 
d'opérations préliminaires. Je ne la rendrai pas calculable 
par logarithmes, parce que celte opération serait d'abord 
assez pénible, exigerait un nombre plus grand de loga- 
rithmes et donnerait moins d'exactitude. 

On a 

— w -4- « H- /? 
tanij t = ; -, — -9 

en mettant les signes en évidence pour la question pré- 
sente. 

Opérations préliminaires : 

TT— /2' = 62«37'i9'%5, 

a" — 7r=r42«l2'35", 
j^ -^ r:= o ,0996490 , /•" — r = o , 1 275407 , 
r" — r' z=z o ,027891 7 . 
Calcul de /w. Calcul de in! . 

log /w^log rVlog(r'— r)-+-logca6 a"— 10 

Jog r" = I , 64082 10 1 , 64082 1 o 

log (r' — r) = 2 ,9984729 2 ,9984729 

log cos a" =r 9 , 8696368 log sin a" = 9 , 827 2699 



; /// = 2 , 5089307 log m' z=z 2 , 4666638 
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tVc 



m =z 0,0822798 m' r= 0,029280 

On voit que pour calculer m et ni\ il n'y a que six lo- 
garithmes à chercher; on doit avoir soin, lorsqu'on cher- 
che cos a'', de prendre aussi sin a". On ne trouve pas dans 
la Table l'angle a'', nous nous sommes servis de a" — tt, 
en tenant compte des signes. Au moyen des Tables de par- 
ties proportionnelles, on voit que Ton n'est sûr que des 
six premiers chiffres significatifs de la valeur de m ou 
de m'. 



Calcul de n, 
log/2=:log/-f-log(/' — /•] 

-J-logcosa' — 10 

iog r' = I ,6122010 

log(/' — r) = 7, 1056489 

log cos a' = 9 ,66262 ï 5 

log« = 2,3804714 
donc 

n = 0,0240144 
Calcul de p. 

logy^zr: log r -hlog( r '— / ) 
-f-logcosa — ïo 

Iogr= 1,4910829 

log(r''~-/)= 2,4454768 

log cos a = 9 , 9806527 

log/? =3,9172106 

/? = o , 0082644 

— m-^ n -\- p=z 0,00000 1 o 



Calcul de n . 

log/î'=:logr'-i-log{r" — r) 

-h log sin ad — 10 
1 ,6122010 

I ,1056489 
log sin a^= 9,9484099 

log //' = 2 , 6662698 

n' = 0,0^37^ 

Calcul de p' , 

rogy/= logr-h log(r"— / ) 

-h log sin a — 10 

1,4910829 

2,4454760 

log sin a = 9,46533o8 

log/ =3,4018887 
/?' = 0,0026226 
— m! — n'-\- p'= — 0,073129 



On ne peut pas affirmer que l'angle ^ est nul, mais 
comme le numérateur est inférieur à Terreur que l'on 
pouvait commettre (i5), c'est-à-dire est très-petit^ tandis 
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que le dénominateur est relativement très-considérable , 
^ est négligeable 5 après cette omission , les valeurs dep et 
de e seront aussi exactes. Posons donc ^ = o , cela revient 
à dire que la droite FA est Taxe focal de la conique. Cela 
posé , on a 



donc 



/ ces a' — r ces a r' cos (tt — a' ) -f- r ces a 

log e = \og{/ — r) — log ( / ces a' — rcos a) ; 

r^ cos a' =r — o , 1 8829, r cos a = o , 29630 , 
— r' cos a' -4- r cos a = o , 484^9 > 

log (— e) = log (/ ~ r) H- logo, 48459 
log (/— = 2,9984729 
4- log 0,43459 =1,6853744 

log ( — t'I =7,3180985 



donc 



^=: — o,2o56. 

Je m'arrête ici au quatrième chiffre significatif de la va- 
leur dee, parce que je ne suis pas sûr des autres chiffres. 
En effet, le nombre 0,48459 n'est connu qu'à moins d'une 
unité du dernier chiffre significatif; par suite, son loga- 
rithme peut être fautif de 90 -h - unités du septième ordre 
décimal 5 le log ( — e) est donc entaché d'une erreur qui a 
pour limite 91 -j — unités du septième ordre décimal 

(car Terreur commise sur log (r' — r) a pour limite une 
unité du septième ordre décimal). Donc, d'après une 
théorie que je n'expliquerai pas (*), Terreur commise sur 

(* ) Voir Usage des Tables de parties proportionnelles. 
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e a pour limite j A étant la difrérence tabulaire; 

I 

91 -h- 

ici A = 2r3 , donc E < r— 9 E < -^9 E < — Ainsi 

' ^ 2l3 ^2i3 ^2 

on pourrait prendre — o, ^m>563 qui serait enlace d'une 
erreur ayant pour limite - unité du dernier chiffre signi- 
ficatif. 

Quant au demi -paramètre., on le calculera facilement : 

/? = r — re ces a = r -+- r ces a X o , 2o563 ; 
or 

r cos a = o ,29630 , log r ces a *f- log { — e) = 2 ,7848341 5 
donc 

re CCS a = + o , 060930 , 

à moins d'une unité du cinquième chiffre significatif; par 
suite, 

/? = 0,37073, 

à moins d'une demi- unité du def nier chiffre. Nojls voyons 
que e est <^ 1 ; donc la courbe est une ellipse ayant FA 
pour axe focal 5 e est négatif, donc le point F est le foyer 
qui est placé par rapport au centre du même côté que 
r origine des angles. Il faudra donc connaître cette 
origine. 

Note. Nous avons inséré cette solution (*), qu'on trouve partout, uni- 
quement pour offrir un exercice de calcul aux élèves, et les engager à se 
servir de la méthode suivante de Gauss pour vérifier les résultats numé- 
riques. 

Eu calculant le demi-grand axe par la formule a =-. — ^-— ;, je trouve 
rt = , 1^870903 . 

' * ) Voir pag«; 3»)'). 
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Dans la Connaissance des Temps pour 1848, dans un beau travail de 
M. Le Verrier sur Mercure, on lit {Additions, page 116): 

e =:o,2o56oo3, 
« = 0,3870984. 

Ainsi le calcul de M. Barjou est exact pour e jusqu'à la quatrième déci- 
male, et pour a jusqu'à la cinquième décimale. Je n'ai pas tp©uvé dans les 
Éphémérides de Mercure de 1846 à i852 , les époques des trois observa- 
tions. Il serait facile de les découvrir d'après le mouvement connu de la 
planète. 

Ce problème a été résolu la première fois par Halley {Methodus direcia 
et geometrica cujus ope investigatur aphelia , etc.; Transactions philosophi- 
ques, 1676, no 128); il emploie dans sa solution l'hyperbole. En effet, la 
position du second foyer se détermine par l'intersection de deux hyper- 
boles uniconfocales et par l'intersection d'une ellipse et d'une hyperbole 
uBiconfocale, intersections qui s'opèrent par la voie géométrique ; le foyer 
cherché a^quatre positions différentes. 

De la Hire a ramené le problème à la directricci question de Géomé- 
trie élémentaire {Sectiones conicœ, lib. VIII, prop. XXV. Paris, i685; 
in-fol.). 

I^wton cite cette solutioo et la donne légèrement modifiée {Ph. nat. 
principia, lib. 1 , prop. XXI , scholium ; 1687 ). 

Je ne sais qui le premier a mentionné les quatre solutions. 
M. Comte les donne très -bien (* ) , et Cirodde moins bien. Les formules 
sont très-connues. Les savants auteurs delà question, calculateurs par état, 
n'attachant de l'importance qu'au calcul, n'ont eu en vue qu'un concours 
de calculs; soit. Alors, comme certains concurrents pouvaient connaître les 
formules et d'autres les ignorer et être obligés de les chercher, il fallait 
communiquer ces formules à tous pour les tf ausfoçmer en résultats numé- 
riques d'après les données delà question. Voilà ce qu'exigeait la justice. Sans 
cesse on prêche la morale aux jeunes gens; infiniment mieux vaudraifr-il 
leur en donner sans cesse l'exemple. Or, la justice est une branche essen- 
tielle de la morale, et surtout de la morale publique : res et non verha. 



(*) Comte, Géométrie amly tique , page 274; i843. 
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SOLUTION DU PROBLÈME DE MATHÉMATIQUES SUPÏRIEDRBS 
DU GRAKD CONCOURS DE 1852; 

D'après M. GAUSS. 



(i) /?sin(A — ?)==«, 

(2) psm(B — 'P) = b; 

a , è, A , B sont donnés , il s'agit de trouver p et P. 

Ces deux équations peuvent être remplacées paf celles- 
ci : 

/? sin (B — A) sin ( H — P ) = ^ sin (H — A) — « sin (H — B) , 
/;sin(B — A)cos(H — P) = 6cos(H — A) — acos(H — B); 

H est un angle quelconque. 

Ces deux équations donneflt la valeur de l'angle H — P, 
et celle de p sin(B — A), et par conséquent p et V sont 
connus. 

Faisant, pour simplifier, H =2= A , on a 

p sin (A — P) ==: « , 

b — a cos(B — A) 



p cos ( A — P) = ; — j=-^ — -r- 

^ ^ ^ sm(B — A) 



on a des équations analogues, en faisant H = B. 
Si Ton fait 

2H = A + B, 
on obtient 



;.siB(lA-HiB_p)=: 

p COS 1 - i 

\2 



2 COS - ( B — A ) 

2 ^ ^ 



'b-pi = 



2sin - (B — A 
2 
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Si Ton pose j = tatig^, il vient 

tang^A-h^B-Pj == tang(45«-+- Ç) tang^(B ~ A) , 

ainsi on connaît P -, et l'on trouve p^ par unç des formules 
précédentes, où 

~T6 



^(^4-«) = sin(45'> + Ç)v/-^ 
2 V SID : 



»2Ç 

g sin(45"-f-0 _ ^sin (45° -h Ç) 
sin ^ . V 2 cos Ç . y^ 



^(/;-/z)=:CQs(45"+J;)y/^ 



sin 2 2; 

___ g cos (45° 4- Vj _ <»cos(45°-^ t) ^ 

sinÇ.yï sinÇ.y/ï 

on a encore 

p sin (B — A) = \/fl' H~ ^' — 2 û-^ cos ( B — A j. 

IL 

y^ ces (A — P ) = fl , 

/^cos (B ~P) ™ ^; 

mêmes données; il s*agit de trouver p et P. On remplace 

ces équations par celles-ci : 

/?sin(B— A)sm(H — P)=— ^cos(H — A) -h «ces (H — B), 
/> sin (B — A) cos(H — P)= ^> sin(H-- A) — « sin (H — B) ; 

le reste comme ci-dessus. 

(Gauss, T/teon'a motus corporum cœlestium , pa^, 82; 1809.} 

III. 

f P r . 

C z= I H- ^ COS ( N — P ) , 

r 

(i) { ^— ' -h^cos(N' — P), 

-^== I 4.^cos(N"— P). 
r, /', r"; N, N', IV données-, ce sont celles du problème. 
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Multipliant la première équation par sin (N'' — N'), 
la seconde par — sin (N'' — N), et la troisième par 
sin(N' — N), et ajoutant, on a 

sin (N^^— IN') — sin (N^^— N) -h sin (N^ ^ N ) 



P = 



' sin (N' — N') — -^ sin ( N"— N) -f- -„ sin (IN'— N) 



R = 4 sin ~(N''— N' ) sin - (iN"— N) sin - (N' — N) , 

Q = /-' r" sin (N"— N')— rr" sin (N"— N) -f- rr' sin (N'— N; 

n — 7i' -f- îi" est le double de l'aire du triangle qui a pofir 
sommets les extrémités des rayons vecteurs /*, r', /'" ; sî 
cette aire est petite, p devient grand, et de légères erreurs 
d'observations amènent de grandes erreurs dans le cal- 
cul de p\ connaissant/?, on trouvée, et ensuite P par la 
méthode du § II, en combinant deux quelconques de« 
équations données. 

On peut aussi trouver P directement , de cette manière ; 
retranchant la troisième des équations (i) de la seconde, 
la troisième de la première, la seconde de la première, 
on obtient 

I I 



2sin-(N"— N') 



— '— = -sin (-- N' -h i N"— A , 

2 2 / 



I I 



2sin-(N''~N) ^ ^^"^ 

2 ^ 



I I 

r r' e 



-sin 



2sini(N' — N) ^ '^^ 

2 ^ 



fiN4--N'— pV 



Digitized by 



Google 



( 367 ) 
deux quelconques de ces équatious, à Taide du § [, 
donnent les valeurs de P et de - ^ et ensuite une quelcon- 
que des équations (i) donne les valeurs de e et de p. 

Combinant la première équation avec la troisième, et 
posant 

~ — i.$in-(N"— N') 



taBg Ç = — 



i — ^.sini(N'~N) 



on a 

taogQN4-^N'H-^N"-pWtang(45»-hî;)tang7(N"-N)-, 

P étant connu, on a 

__ /•/•^[cos(N — P)-~cos(N^ — P)] 
^~^ /•cos(N — P) — /•'cos(N'— P) 



~'rcps(N — F) — /'cos(N' — P) 
Pour adapter ces formules au calcul logarithmique, on 
écrit Tidentité 

/'€0S(N — P) — r' cos(N'— P) 

= [rcos(N— H) — r'cos(N'— H)]cos(H— P) 
— [rsin(N — H)-r'sin(N'— H)]sin(H — P), 
où H €st arbitraire. 
Posant 

rcos(N — H) — r'cos(N'— H) = ûcos(A — H), 
rsin(N— 'H)-r'siii(N' — H) = «sin{A~H), 
équations qui déterminent rt et A ; ensuite 

r'sin^{r-N)sinri(N'-HN) — p1, 

a CCS (A — P ) 



2 rr' 



fl ces ( A — - P ) 
Si l'on prend 

H=:-(N-f-N'), 
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l'angle A est donné f»ar l'équation 

tang(A-iN-iN')=C;^;.angi(N'-N), 

et Ton a de suite 

cos( A — -N — -NM 

cosi(N' — N)cos(A — P) 
(Gauss, Theoria motus corporum cœlestium , pag. 86. ) 



257. Réduire à des quadratures simples la valeur de 
l'intégrale triple 



///.-'—•-' 



où les limites des variables se déterminent d après Tiné- 
galité 

X^ ^2 ^2 -. 

258. Étant données deux surfaces du second ordre, 
concentriques et de mêmes axes, qui s'entre-coupent , 
trouver l'aire du cône, ayant le centre pour sommet et la 
courbe de Finterseclion pour base. 

259. Exprimer, par des intégrales abéliennes, la lon- 
gueur d'un arc de la courbe de l'intersection. 

260. Trouver l'équation de la courbe, laquelle coupe, 
sous un angle constant, toutes les génératrices d'un cône 
du second degré. 

261 . Trouver l'équation de la courbe , laquelle coupe , 
sous un angle constant , toutes les lignes géodésiques sur 
une surface développable , issues d'un point fixe sur la 
surface. ( Strebor . ) 
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LIEU DES mimn des cônes droits circonscrits 

A UNE SURFACE DU SECOND ORDRE ^ 

Par m. breton (de Champ), 

Ingénieur des Ponts et Chaussées. 



On doit à M. Steiiier ce théorème remarquable : Les 
sommets des cônes droits circonscrits à un ellipsoïde 
sont sur une hyperbole. Je vais le démontrer au moyen 
d'un procédé de transformation analogue à celui dont 
j'ai déjà fait usage au sujet du lieu des points de ren- 
contre des tangentes communes à une ellipse fixe et à un 
cercle variable (page 62 de ce volume). 

1 . Lemme. C = o étant l'équation d'une surface co- 
nique du second ordre, et P = /x -f- my ^ nz -h k = o 
celle du plan de la courbe de contact d'une surface du 
même ordre inscrite, l'équation de cette nouvelle surface 
est nécessairement de la forme C -f- y P^ = o , où y dé- 
signe un paramètre. 

Car cette équation devant être vérifiée, en faisant à la 
fois C = o , P = o , doit pouvoir être mise sous la forme 
C -+- PQ = o, Q étant du premier degré en x, j^ z. Si 
l'on exprime ensuite que le plan tangent à cette surface , 
suivant la ligne de contact P = o, coïncide avec le plan 
tangent à la surface conique , il vient la triple équation 

dC dC dC 

dx dy dz 

'dc rfp "" ^c rfp ~" 5c ~5p ' 

dx dx dy dy dz dz 

d'où résulte la double égalité 

^ \^ dz dz dx) "^^ ^ \dy dz lu Tfy) "~ ^• 
Ànn. de Mathémat,, t. XI. (Octobre i852.) 24 



Digitized by 



Google 



( 370 ) 
Si Q n'était pas nul en même temps que P, les facteurs 
entre parenthèses seraient nuls, et, en faisant attention 



dV , rfP dP 



q^^:^ = ^' 



: m, — r- == W-ï 



dx ^ df ' dz 

dC^^dC ^_^ ^ 
rfo: « é/z djr n dz 



//dcy fdcy /dcy i dc ,- 

et , par suite , 



dC 
dx 



s/m-m^m 



IQV sl'l 



2 _i- ,jjî O- «2 






v'(^)"-r^)"-(S)^^'^^^" 



^ 
£/z 



\/(fy-(^')'-(ï)" 



v'/^^-i-/ 



La normale à la surface conique coïnciderait donc, 
dans toute l'étendue de la courbe de contact, avec la nor- 
male au plan de cette courbe , ce qui ne saurait être ad- 
mis. On a donc Q = o en même temps que P = o, c'est- 
à-dire Q == y P. C. Q. F. D. 

2. Lemme. Lorsque deux surfaces du second ordre 
sont inscrites dans une même surface conique , aussi du 
second ordre, leur intersection est une courbe plane, ou 
plutôt un système de deux courbes planes. Soient, en 
effet , C = o , P = o , P' = o les équations de la surface 
conique et des deux plans de contact; les équations des 
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deux surfaces seront, d'après le lemme qui précède, 

C-4-yP' = o, C-h7'P'»=:o; 
d'où l'on lîre 

PV^7d::PV7=o? 
équation de deux plans. 

3. Réciproquement^ pour que deux surfaces du se- 
cond ordre puissent être considérées comme inscriptibles 
dans un même cône, il faut et il suffit que ces surfaces se 
coupent suivant une courbe plane. 

Tout se réduit à faire voir que l'une des deux surfaces 
peut être considérée comme une transformée homolo- 
gique de l'autre. Soient 

u = ax^ -h bx^ -f- cz^ -^-fyz H- g'za: + hxy 
-h a' X 4- V y -h </« -j- «o = o 

l'équation de la première, et 

5 =: o 

celle du plan que, d'après le lemme ci-dessus, elle a en 
commun avec la seconde*, l'équation de cette dernière 
sera de la forme 

a-^ st ■=. o. 

Cela posé, je fais , dans m = o , 

X — g y — >a z — \ I 

x' — i "" y— >2 ~" z' — j; "^ 7+7x ' 

y étant s dans lequel on a remplacé o:, j, z par x' ^ y\ z' . 
^ , y? , ^, X sont des paramètres dont je disposerai , de telle 
sorte que la transformée en x', j', z'^ obtenue de u = o, 
devienne identique avec wH-^f = o. Il est bien évident 
que, par cette transformation, la nouvelle surface se 
trouvera inscrite avec la première u = o dans une même 
surface conique, ayant son sommet au point ^, y?, ^, de 

24.. 



Digitized by 



Google 



(372) 

sorte que, si ridentilé peut s'établir généralement, le 
théorème sera démontré. 

Appelant, pour abréger, v le résultat de la substitution 
de $, >3, ^, au lieu de x, 7, z, dans w, et effaçant les ac- 
cents des nouvelles coordonnées, il vient, pour réquation 
de la transformée , 

Pour la rendre identique avec m -4-5^ = 0, il suffit d'iden- 
tifier le polynôme t = Ix -h- my -h nz -^ h avec 



X 



Mettant s sous la forme explicite - h- ~ -h -= a, et ésa- 

q q r ' o 

lant entre eux les coefficients des variables a:, j^, z, ainsi 

que les quantités constantes , on a les équations 

d% p dm q 

d\> M 

X — -4- X' - = /î , X ( a' g H- à' yj H- c' Ç 4- 2 «•) — X'y (T = /• ; 

leur nombre est égal à celui des inconnues , et par con- 
séquent le problème est, en général, déterminé. 
Si l'on tire de la dernière de ces équations 

Vu = i[X [a'I -f- b\ 4- c'Ç + 2«o) - X], 
cr 

et qu'on substitue cette expression de X*u dans les trois 
premières, X pourra en être ensuite éliminé, en les divi- 
sant membre à membre , et il restera deux équations du 
premier degré en 1, ^? C? c'est-à-dire l'équation d'une 
ligne droite passant par les sommets des cônes cherchés. 
D'un autre côté, l'élimination de X, dirigée convenablc- 
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ment, fournit trois équations du second ordre en ^, ^7, i^; 
par conséquent, il n'y a que deux solutions, puisqu'elles 
sont données par les intersections d'une droite et d'une 
surface du second ordre. 

Observation. Les propositions qui précèdent ne sont 
pas nouvelles ^ cependant j'ai cru devoir les démontrer ici, 
afin d'éviter au lecteur la peine de les chercher dans les 
ouvrages où elles se trouvent. 

4. 11 est maintenant bien facile de démontrer le théo- 
rème de M. Steiner. Si un cône droit est circonscrit à une 
surface du second ordre , toute sphère inscrite coupe cette 
surface suivant une courbe plane, et, par conséquent, 
suivant une de ses sections circulaires. On en conclut que 
les sommets de tous les cônes droits sont situés dans un 
plan passant par le centre , et renfermant les quatre om- 
bilics ou points sphériques de la surface. Supposons , pour 
fixer les idées , que celle-ci ait pour équation 

et faisons 

X — S y — n __ z — ^ 1 

or' — Ç — jr' — >î ~" z'— Ç "":?'> H-l ' 

a' étant de la forme indiquée ci-dessus. Nous pouvons, 
pour tenir compte de ce qui vient d'être dit , et en admet- 
tant que les ombilics sont dans le plan des xz^ écrire 

I 
)9 = o et 7 = — 
' o 

Cela posé , on obtient , pour la surface transformée , l'é- 
quation 

V- -H kx"" -f- Ba?' z' 4- Cz'=^ -^ Dot' -f. Ez' -1- F = o , 
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dans laquelle 

^==^V;r' "*"?"-'; ■^^■^?' 

/?rL \û! c / « <^ J 

Pour que la transformée soit une sphère, il faut écrire 



A = C = ~ et B=:o. 



Tirant X de la dernière de ces équations , et le substituant 
dans A = C 5 on obtient 






équation d'une hyperbole ayant pour foyers ceux de la 
section ombilicale de rellîpsoïde. On devait s'attendre à 
ce résultat, d'après la forme des coefficients A, B , C, les- 
quels, sont composés de la même manière que ceux de la 
page 63. Mais il faut encore avoir égard à la relation 



A=p' «. C = ^, 



et Ton trouve sans peine que les nouvelles équations ainsi 
obtenues entre ^ et ^ deviennent identiques avec celle 
qui précède , si Ton prend 



I I 
p^ I I 



C'est la relation qu'il faut établir entre r et /? pour déter- 
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miner les seclions circulaires de l'ellipsoïde. Le théorème 
de M. Steiner est donc complètement démontré , et l'équa- 
tion du lieu des sommets des cônes droits circonscrits à 
rellipsoïde prend finalement la forme 

V ^ ^ 

Obseivation. Les relations d'où ce résultat a été déduit 
sont indépendantes de o", par conséquent, si l'on conçoit 
une sphère variable ayant en commun avec un ellipsoïde 
une section circulaire , cette sphère pourra être regardée 
comme inscrite dans un cône droit tangent à rellipsoïde , 
et le lieu des sommets de ce cône sera une hyperbole 
ayant pour foyers ceux de la section ombilicale de rellip- 
soïde. Énoncé tout à fait semblable à celui du théorème 
de M. Chasles (tome X, page 4o8). 



THÉORÈMES SUR L INTERSECTION D'UNE CONIQUE ET DUNE 
CIRCONFÉRENCE; 

Par M. dePISTORIS, 

Capitaine au 5* d'artiUerie. 



1. Théorème. Une section conique étant rencontrée 
en quatre points y par tant de circofiférences de cercle 
au on voudra, ayant leurs centres sur une même pa- 
rallèle aux directrices y la somme algébrique des dis- 
tances de ces quatre points à un même foyer est une 
quantité constante, quelle que soit la parallèle que Von 
considère. 

2. Théorème. Si une circonférence de rayon constant 
et passant par le foyer d'une section conique y la ren- 
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contre en quatre points , le produit des rajons vecteurs 
aboutissant à ces points est constant, 

3 . Théorème . Une circonférence passant par le foyer 
d*une parabole y la somme des carrés des rajons vec^ 
teurs menés aux points dh'ntersection est constante pour 
toutes les circonférences dont les centres sont sur une 
même parallèle à la directrice; il en est de même quand 
la circonférence passe par le sommet, 

4. Théorème. Une circonférence rencontrant une 
hyperbole équilatère, la somme des cairés des distances 
des points dHntersection au centre de V hyperbole est 
égale au carré du diamètre de la circonférence. 

D. Théorème. Une circonférence de rayon donné 
coupant une hyperbole équilatère^ la somme des carrés 
dès distances des points d'intersection^ soit à un même 
foyer ^ soit à un même sommet y est constante pour toutes 
les circonférences qui ont leurs centres sur la même 
parallèle aux directrices. 



SUR LA DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS DE FONCTIONS. 
SÉRIES DE BURHANN, DE LAGRANGE, DE WRONSKI; 

Par m. a., 
Ancien élève de l'École Polytechnique. 



Sn. 

Dans le paragraphe précédent [Nouvelles annales, 
tome IX, page 119)5 nous avons montré que si l'on a 
z = F(j^), j^ = (p(a:), on trouve, eu désignant pour 
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abréger tii±4=^lifl pare, 

d^'z ^n dz d"-'{B)o n.n — i d^ z d''"'' [B% 

~d3^ ~ 7 ^ dhr^-' '^ \T^ If" dh''-' "^ • • • ( ^^ 

équation qui peut s'écrire sous la forme 

daf' ^ ^' dy^ i dh dy^-' 
n.n—i d^B'^-^^d'^-'z 
"^ îTâ d/i"-^ dy^-' "^ 

Supposons maintenant qu'on ait ^== F (a:) et ;^ = y(a:); 

d'^z 
cherchons ^— • Il est évident que z et j étant des fonc- 
tions de X , on pourra regarder z comme une fonction 
implicite de y^ et alors on aura, d'après Féquation (i), 

n.n—i d^[B^% d^-^ z 

-H . . • , 



1 . 2 dh^ dy""-"^ 

— / un— • \ J —i H i_ 



4^-m V / df'^ I rfA rf/" 



z 
7-+- 



dx- -^ ^' rfr»"^ 1 dh dy' 

Multiplions ces équations , en commençant par la pre- 
mière, respectivement par 

(.* ) Le «^ro indique qu'il faut faire h=zo , après les diffcrentiations. 
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et faisant la somme, je dis qu'on aura 

. dy" ^ ^" dx'^ I dh daf"-' 

Pour le prouver, dans la somme des produits ci-dessus, 

d^ — "* z 
prenant le coefficient du terme multiplié par ^_^ , que 

,,. /? — 1.« — 2. . .« — /7t -h I ^ 
nous désignerons par r L. , on 

° ^ I.23...W — I ' 

n I./l — 2.. .72 — w-Hi ^ 

aura, en mettant — _ en lacteur 

I .2.3. . ./w — I 

commun , 

^-''^^ ^^ dh- ^^'^ '^7"^ S^^ï^^—"^- 

+ (« — w -h i) ^ 



1 r/Zi*"-' r///. 

,//n ( ù—n\ 

dh"* \ ' 

Cette équation peut s'écrire ainsi : 



C = 



Or la quantité comprise entre les premières parenthèses 
n'est autre chose que le développement de 

dh'" ^ dh^ 
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De même , la quantité comprise entre les secondes paren- 
thèses , est le développement de 

_ n //"(G— ')o 
m dh'^ 
On a donc 






Ce qu'il fallait démontrer. 

L'équation ( 2) peut se mettre sous une forme plus con- 
cise. En effet , on a en général 

d"^Y{x) _ d'*'Y[x'^h), 
daf^ dhr" 

Si donc on pose 

z = F(a:), 
on aura 

(3) ^-^ = ^[<'-F'(x+A)].. 

L'équation (3) donne une démonstration très-simple 
et très-directe de la série de Burmann. 

En effet, soit x une fonction de j^ donnée par l'équation 

Concevons qu'on ait tiré de cette équation x en fonction 
de y, et que dans la fonction F [x) on ait remplacé x par 
sa valeur en y. Alors si F [x) devient une fonction continue 
dej^, on pourra développer, par le théorème de Taylor, 
F [x) suivant les puissances de y, et Ton aura un dévelop- 
pement de la foi^me 

F [x) = Ao -f- A,/ 4- A2/' H- 

Pour déterminer A„ , différentions n fois cette série , et 
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faisons ensuite r = o , ou aura 

" "~ 1 ,2.3. . .« rfj" ' 

en ayant soin de faire j^ = o, après les diflTérentîations. 
Mais, d'après l'équation (3), on a 

Par suite , si Ton désigne par a la valeur de x qui corres- 
pond à j^ = o , on aura 

OU , ce qui revient au même , 

'^^ I.2.3.../Z rfo;"-' IL <p(^) J )(*=«) 

Nous ne nous occuperons pas ici de savoir quelles sont 
les conditions sous lesquelles cette série de Burmann peut 
exister. Ce sera Tobjet d'un autre article. Nous avons 
seulement voulu faire voir avec quelle facilité l'équa- 
tion (3) permettait de déterminer les coefficients de cette 
série. 

Si Ton fait (fx = — dans Téquation (4) , alors 

On a donc ce théorème trouvé par Lagrange : 

Si Von a V équation x =: a -\- y^[x) ^ V expression 
cV une fonction ^ [x) d'une racine de cette équation 
sera donnée par la série suis^ante : 

rW = F(«) + [^(«)F'(«)]r + ^[+(«)'F'(a)l2l+.... 

Si dans l'équation (2) nous faisons successivement 
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^ == Jî J % • * • 3 r") 0^^ ^uia les identités suivantes, en dé- 
signant, pour abréger, ~-~^ par D"^ (x), 



(A) 



d/i 



o = (9-"). D".y (x}"-+'i_L . lËJî . D»-..ç (^)«-.+ 

Ces identités nous montrent que si Ton a les équations 

on trouvera, en les multipliant respectivement par 

i.2.3...«r„ = (9-).D''F(x) + î^^:iilipl.D'-F(x)+... 

I «/^ ^ ' 
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Mais si l'on résout les équations (A) à la manière ordi- 
naire , on aura 

__ S[±D'y(j?)>D^y(x)'...D"-'y (x)«-^D''F {x)] 
•^""^ S[±:D'9 (x).D^ç (x)^ . .D»-' ep(.r)«~^D»(ï)(x)"l' 

les déterminants du numérateur et du dénominateur 
étant formés par rapport aux indices de différentialion. 
En égalant ces deux valeurs dey„ , on aura 



(«) 



d/i 



I .2.3. • ./l 

S[±D'y(J?).D'y(x)^..D"F(:F)] 



■S[±D'<p(x).D»^^(jr)»..,D"<p(x)]'» 



Si Ton développe les deux membres de cette équation 
suivant les dérivées de F (x), à cause de Tindétermina- 
tion de cette fonction , les coefficients de chacune de ces 
dérivées devront être identiques. On aura donc, en égalant 
les coefficients de D^F (x) , 

__i__ __ S[±D'y(x).D^y(x)'...D^-'y(x)"-] 



n.n-f-i 

2 



I .2.3. . ./z 

On tirera de là ' 

iS[±D'ep(a:).DXjc)'... D«(p (x)"] 
= k'2!.../i! \B ^ yo=: i!2!... /î! [D(p(.r)] 
'pt, par suite, l'équation (a) deviendra 

1 . 2 . 3 ... 72 dh^-^ "■ ^ ' ■' 



i!2!3!.. nl[Dff{x)] 
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Ce beau théorème ainsi que l'équation (j3) sont dus à 
M. Wronski(*). . 

M. Prouhet a donné une belle démonstration de Féqua- 
tion (j3) fondée sur des considérations autres que celles 
dont nous nous sommes servi. 



RÉSOLUTION D UNE CLASSE D ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRE 
A COEFFICIENTS TRIGONOIIÉTRIQIES ^ 

D'après M. CRELLE. 

(Journal de M. Crelle, t. XLIII, p. 37; i855.) 



i . Lemme. Si my = tt, on a 
(i) 2 sin/?8(p sin/7fx(p = o, 

V-, ^ sm^/7p(p=-w; 

s et fx sont des nombres entiers, et les indices sont rela- 
tifs Si p. 

Démonstration. Voir Lecoijvte, tome III, page 626; 
dans Tcndroit cité, lorsque = 9 l'expression de la 

somme se réduit à - ; on en trouve la valeur par la mé- 
o 

thode connue et Ton parvient ainsi à l'équation (2) . 



(*) Philosophie de la Tcchnie {2^ sect., p. 110). Il y a peut-êtreencoro 
d'autres beaux théorèmes. On rendrait service en les traduisant en langage 
vulgaire , et débarrassés de ces formes insolites, de ces locutions figurées, 
métaphysiques, mystiques, capables d'entc'nébrer la plus lucide des 

&pipnr.fîs. *M' 
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2. Soient les m — i équations 

jr, siny-i-/2sin2(p-|-73sin3(p-i-.. . 4-r/n-i sin(w — i)ç = j,, 
j-,sin2<p-h/3sin4?-t-J'3sin6(p-+-. . .-+-/„._, sin 2 (/w—i)(p = ^2, 
y,sin3(p-|-jasin6(ï>+/3sin9?H-. . .-h7«-,sin3(w— i)<p = ^3» 

j, sin(/7ï — i)<p -f-j'îSin 2(171 — i)(p -|-j3sin3(/w — i)»-H. .. 
-^-Xm-x sin [m —if^ = ^«,-1 , 

où ji , jj 5 . • • Jrn-1 sont m — I inconnues ^ ^1 , ^s v • î •^«-i 
sont m — I quantités connues , ainsi que /w ; et p(p = ::. 

Multiplions la première équation par sinfiO), la 
deuxième équation par sina/utç, etc., et la dernière 
équation par sin (m — i)^?; /^ est un nombre quel- 
conque compris entre o et m. 

Les séries qui multiplient J 1 , y t v • 5 J^- , > J^^-i v • î 

^m-i sont nulles en vertu de Féquation (i), et la série 

qui multiplie r se réduit à -m, d'après Téquation (2); 

donc 

my = 2 [j, sin fxy H- ^2 sin 2 py 4- . . . -h »ï„_, sin [m — i) ;*<?] ; 

faisant successivement [l égal à i, 2, 3,.-i ''î — i? on 
obtient les valeurs des m — i inconnues. 

Observation. Ces équations sont celles que Lagrange 
résout dans sa Théorie du son (Mémoires de TAcadémie 
de Turin, tome I; 1769)-, il parvient au même résultat 
par une voie plus longue. Du reste , les équations ( i) et (2) 
sont aussi dues à Lagrange. 
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MÉLANGES. 



1. M. Seguin, élève du collège de Toulon (classe de 
M. Huel) , résout les questions suivantes : 

1^. Inscrire dans une sphère un cône droit , tel que sa 
surface totale, augmentée de sa surface latérale, soit égale 
à la surface de la sphère. Eu prenant la hauteur du cône 
pour inconnue, on parvient à une équation du quatrième 
degré, carré parfait, et, par conséquent, à une équation 
du deuxième degré. 

2°. Les bissectrices des angles extérieurs d'un triangle 
coupent respectivement les côtés opposés en trois points, 
qui sont en ligne droite. Démonstration par les propriétés 
segmentaires connues (*). 

3°. Première question élémentaire du grand con~ 
cours (page 3o6). On voit facilement que les points O 
et C appartiennent au lieu cherché. Désignant par I le 
point où la perpendiculaire DF rencontre la circonfé- 
rence décrite sur GH comme diamètre, on démontre que 

FI = GF . FO 5 donc le lieu du point I est un cercle. 
Les propriétés segmentaires donnent le lieu immédiate- 
ment. 

4^. Seconde question élémentaire du grand concours, 
M. Seguin dit que le théorème s'applique à un point 
quelconque situé sur le plan de la base. Observation juste, 
faite par un élève ! L'énoncé officiel est tronqué. 

5°. On démontre les deux propriétés fondamentales 

( * ) On a trois faisceaux harmoniques , et trois des rayons homologues 
passent par le même point. 

Ann. de Uaihémat.j t. XI. (Octobre i852.) 25 
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des diamètres conjugués (Apollonius) dans rellipse,en 
considérant cette courbe comme la projection orthogo- 
nale d'un cercle , ayant Taxe focal pour diamètre ; cercle 
qu'on rabat sur le plan de l'ellipse. M. Barthe, élève de 
l'institution Barbet, démontre ces propriétés , dans l'hy- 
perbole, de la même manière 5 il considère cette courbe 
comme étant la projection orthogonale d'une hyperbole 
équilatère , construite sur l'axe focal , et rabattue sur le 
plan de l'hyperbole. 

2. Lieu géométrique plan. Soient deux axes fixes si- 
tués dans un plan; un cercle d'un rayon donné coupe 
ces axes en quatre points, sommets d'un quadrilatère 5 les 
deux diagonales sont assujetties à se couper à angles droits. 
M. le professeur Houssel trouve que le lieu du centre du 
cercle est une ellipse. On trouve la même ellipse en assu- 
jettissant à la même condition les côtés opposés du qua- 
drilatère. 

3. L'intégrale définie, traitée parM.Loxhay (page i46), 
est un cas particulier d'une autre intégrale définie du 
même genre (voir Journal de Mathématiques ^ tome XI, 
page 471 ; 1846). 

4. Pour construire l'intersection d'un cône avec un 
plan, M. Soubrut, élève du lycée de Montpellier, emploie 
la méthode suivante : On cherche l'angle que fait le plan 
sécant avec le plan horizontal; on prend pour plan 
auxiliaire un plan vertical , donné par sa trace horizon- 
tale perpendiculaire à la trace horizontale du plan sé- 
cant. Après avoir projeté orthogonalemenl toutes les gé- 
nératrices du cône sur ce plan , on rabat ce plan sur le 
plan horizontal, et l'on obtient facilement le rabatte- 
ment de la section cherchée ; puis, à l'aide de cette courbe, 
on construit les projections horizontale et verticale de la 
section. La même méthode s'applique encore avec plus 
de facilité au cylindre , surtout pour obtenir la section 
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droite. Pour construire l'intersection de deux cylindres, 
le même élève ne fait usage que du plan horizontal *, les 
données sont: i° les traces horizontales des cylindres; 
tP les projections horizontales des génératrices; 3*^ les in- 
clinaisons des génératrices. On cherche la trace horizon- 
tale d'un ^Xain. auxiliaire parallèle aux génératrices; on 
obtient ensuite la projection horizontale de Tintersection 
des deux cylindres, et la distance de chaque point de cette 
intersection à un plan perpendiculaire à une génératrice; 
ce qui permet de développer le cylindre. 

5. Cette année, comme à l'ordinaire , on a partagé, à 
Paris, les candidats à TEcole Polytechnique en deux sec- 
tions; et, à chacune, on a donné à résoudre un problème 
de géométrie descriptive : à une section , on a donné un 
problème facile , de prompte exécution ; et à l'autre , un 
problème comparativement difficile, et d'une exécution 
longue. L'énoncé de ce fait suffit, on l'espère, pour qu'il 
ne se reproduise plus. 

6. Pour la composition d'entrée à TEcole Forestière , 
on a proposé, cette année, une question qui rappelle celle 
que le baron de Tott fit jadis à un collège de Constanti- 
nople : Démontrer que la somme des trois angles d'un 
triangle est égale à deux angles droits. On répondit que 
la proposition était vraie pour le triangle équilatéral. En 
viendrons-nous à de telles réponses? Quiviy^ra, verra, 

7. Dans une publication récente, on prescrit de défi- 
nir, et même de construire le rectangle et le carré, avant 
de connaître la théorie des parallèles. Géométrie singu- 
lière! D'Alembert dit que cette science rectifie les esprits 
droits. Celle-là peut servir à les courber, n'importe. On 
verra bientôt éclore des ouvrages rédigés dans cet esprit, 
et que les professeurs seront forcés d'acheter et de suivre. 
Toutefois , je persiste dans l'opinion qu'il y aurait avan- 
age, ou du moins pas grand mal à faire entrer dans les 

25. 
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Commissions mathématiques quelques mathématiciens, 
tels que MM. Cauchy, Chasles, Lamé, Lîouville, etc. 
Lorsqu'il s'agit de réglementer l'enseignement, même 
élémentaire, d'une science, il faut en consulter les oracles. 
C'est mon avis. 



CONSTRUCTION DD PENTAGONE REGULIER, B APRÈS M. STAUDT; 

Par m. Henri BARRAL, 

Professeur de Mathématiques. 



M. Staudt a donné, sans démonstration (Crelle, 
tome XXIV ^ 1842), la construction suivante, pour in- 
scrire un pentagone régulier dans un cercle : 

AB et CD sont deux diamètres rectangulaires ; sur la 
tangente en A^ on prend une longueur AE quadruple 
du rayon ; sur la tangente e/i B, une longueur BF égale 
au rayon; on mène la droite EF, et Von joint les points 
M, N, oii cette ligne coupe la circonférence y au point A. 
Ces droites rencontrent CD en m et n^ par ces points, 
on mène les cordes GH, IK parallèles à AB : le penta- 
gone CIHGK ainsi obtenu est régulier. 




Pour démontrer l'exactitude de cette construction, 
nous remarquerons que, dans tout pentagone régulier 
CIHGR, les distances Om, On sont respectivement égales 
aux côtés des deux décagones réguliers inscrits dans un 
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cercle de rayon moitié moindre -, il suffit donc de faire voir 
que O m et On sont les côtés des décagones inscrits dans la 

circonférence qui aurait pour rayon -OA. 

Désignons OA par R, Ow par x^ On par j. 
Les triangles PAE , PBF donnent 

PA : PB :: AE : BF; 

donc 

PA=:|r, PB = |r, PO=:|r. 

Les triangles PAE , POQ donnent 
OQ : AE :: po:pa; 



don 



c 

QO = - R. 

2 

On a 
(i) M/w.wA = /wC./wD = R» — 07'. 

Les triangles MAE, MmQ donnent 

(2) ^_A^- 4R ^ 8R 

Mw wQ 3^ 3R— ao:' 

— SX .27 

2 

en multipliant membre à membre (i) et (a), on a 
AM.A//i = (R' — orM— -55: 

Or les triangles AOm, AMB donnent 

AM.A/w = 2R»; 
donc 

d'où l'on tire 



(3) 



-l) = (^)' 
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En cherchant la valeur de On, on trouve 

Les valeurs absolues des racines de ces deux équations 
sont les mêmes , et représentent les côtés des décagones 

inscrits dans le cercle de rayon -- ; donc le pentagone 
CfflGK est régulier. 

Note, La construction la plus simple du pentagone régulier est celle-ci . 
Soient G A , OB deux rayons perpendiculaires ; M le milieu OA ; la di£fé- 
rence entre BM et OM est le côté du décagone; portant cette différence 
de G en N sur GA, BN est le côté du pentagone (Euclide, liv. xm, 
prop. 9 et lo); mais la construction de M. Staudt est remarquable, parce 
qu'il indique une construction analogue pour la division de la circonfé- 
rence en dix-sept parties égales. Gn la trouve dans le même volume du 
Journal de M. Crelle (tome XXIV, page ^Si)*, sans figure et sans démons- 
tration. Des fautes typographiques rendent la description inintelligible 
pour moi. Tm. 



GRAND CONCOURS (ANNÉE 1851)^ 

Par m. GARNIER (Fratïçois-Philibkrt), 
Né à Paris, le i5 juillet i835, Élève du lycée Bonaparte, classe de 
Mathématiques élémentaires ; douxième division, professeur M. Amiot, 
Institution Carré-Demailly. 



MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES (Premier prix). 

Étant donnés deux cercles o et o' qui ne se touchent 
pas , mais qui peuvent se couper ou ne pas se couper, in- 
différemment , de chaque point M, de Tun o, on mène 
deux droites aux centres de similitude S et S' des deux 
cercles 5 ces droites rencontrent l'autre cercle o' en quatre 
points w, n, w', «' ^ on demande de prouver que deux de 
ces points sont sur un diamètre du cercle o', et les deux 
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autres sur une droite qui passe toujours par un point 
fixe, quel que soit le point M pris sur le cercle o. 




. Je dis d'abord que deux des points m^ n^ m', n' sont 
sur un diamètre de o' ; je joins oM. Ce rayon est paral- 
lèle aux deux rayons o^m^ o'n' àe la circonférence o', 
d'après la définition même des centres de similitude. On 
a donc du point o' deux rayons parallèles à une même 
direction , et, par conséquent, ces rayons sont le prolon- 
gement l'un de l'autre; sans quoi, du point o' on pour- 
rait mener deux parallèles à une même droite, ce qui est 
in^possible. Donc la droite mn' est un diamètre de o\ 

Je dis , en second lieu , que les deux autres points n 
et m' sont sur une droite qui passe par un certain point 
fixe, que Ton peut déterminer. 

Par les points n et ni' je mène deux tangentes au 
cercle o', et par M une tangente à o. Les tangentes en n 
et en M se rencontrent évidemment. J'appelle K leur 
point de rencontre , et je dis que c'est un point de l'axe 
radical des deux cercles. 

En efi*et, je mène des tangentes par les points B et C. 
Les deux triangles nKM et MBA sont semblables -, car les 
angles en M sont égaux comme opposés au sommet *, et 
les droites AB, Ifin étant parallèles comme perpendicu- 
laires a des rayons parallèles oB, o'/« , les angles A et 
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«KM sont égaux. Or le triangle ABM est isocèle 5 car AM 
et AB sont deux tangentes au cercle o. Donc aussi KnM 
est isocèle, et Ton a Kn = KM. Par conséquent, K est 
d'égale puissance par rapport aux deux cercles o et 0'^ 
donc c'est un point de l'axe radical de ces deux cercles. 

Si l'on considère maintenant la tangente en m', on voit 
qu'elle rencontre aussi la tangente en M , en un point que 
j'appellerai Ki. On prouve, comme précédemment, que 
Kj est un point de l'axe radical des deux cercles 5 car les 
triangles m'K,M et MDC sont semblables, puisque DC 
et m' Kl sont parallèles, comme perpendiculaires à des 
rayons parallèles. Or D]VI = DC, comme tangentes issues 
d'un même point 5 donc K, m'= Ki w. Donc Kj est aussi 
un point de l'axe radical des deux cercles. 

Les points K et Ki se trouvent tous les deux sur Taxe 
radical. Ils se trouvent aussi sur la tangente en M : mais 
cette tangente ne peut rencontrer Taxe radical qu'en un 
point ^ donc K et Ki se confondent. Les tangentes en m' et 
en n se rencontrent donc en un point de Taxe radical des 
deux cercles o et o'. 

Or le point K est le pôle de m^n par rapport à 0', 
puisque c'est le point de rencontre des tangentes menées 
par les extrémités de cette corde. Et comme le point M est 
quelconque sur o, il en résulte que le lieu des pôles, par 
rapport à o', des droites m'/i, est l'axe radical des deux 
circonférences o et o'. Donc, toutes les droites m' zi. pas- 
sent par le pôle, par rapport au cercle o', de l'axe radical ] 
car on sait que toutes les droites quî ont leurs pôles sur 
une autre droite passent par le pôle de cette droite. 

Ce point fixe P est fafcWe à déterminer-, car on sait 
construire l'axe radical de deux circonférences , et déter- 
miner le pôle d'une droite donnée, par rapport à une cir- 
conférence donnée. 
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Si les circonférences o ei o' étaient sécantes ou inté- 
rieures, la môme démonstration s'appliquerait. 

Note. MM. Dehons, élève du lycée de Nîmes (classe Haillecourt ) , et 
Decourbes ont envoyé des solutions qui s'appuient sur les mêmes théo- 
rémes que la solution précédente. 

Ce concours est un point d'arrêt dans l'enseignement. Nous n'aurons 
probablement plus de semblables questions à enregistrer. Tous les géomè- 
tres connaissent les Diverses solutions de la question de mathématiques élé" 
mentaires, proposée au concours général en ]85i ; in-8^. L'auteur a gardé 
l'anonyme , mais l'on reconnaît la touche du maftre. 



NOUVELLE EXPRESSION DE L'AIRE D'UNE SURFACE (STREROR) 

(Toir t. IX, p. 810); 

Par m. h. FAURE. 



Soit R la perpendiculaire abaissée d'un point fixe sur 
un plan tangent quelconque à une surface donnée, et 
soient 0, 9 les angles qui déterminent la position de cette 
droite 5 en posant, pour abréger. 



L = 


R sin 4- 


-COSO + 


sin 


d'K 

Qdf 


M=r 


cos e dK 
sin ô é/ (p 


dOdrf' 






Nz= 











Taire de la surface dont il s'agit aura pour expression 

A^JJ^LN-^) d^d^. (Streboe.) 

La démonstration de ce théorème est très-simple, mais 
elle conduit à des calculs trop complexes pour que nous 
puissions les exposer ici; nous allons simplement indi- 
quer la marche que nous avons suivie pour y arriver. 
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Si l'on regarde les coordonnées x^y^z des points d'une 
surface comme fonctions de deux variables indépen- 
dantes a et 6, de telle sorte que Ton ait 

dx dx 

dx^^-T-da-^-^rdb^ 
da do 

, dz ^ dz _, 

et que Ton pose , pour abr^er, 
dx dy dx dy 





dadb 


dbda ' 




dz dx 


dzdx 




dadb 


dbda~^' 




dy dz 
dadb 


dydz 
dbda ^' 


on trouvera 






dz 




X dz Y 


dx' 




{Voyez Laceoix, n** 774«) 


Donc Faire du 


ne surfac 


B sera exprimée par la formule 


A: 


t'4-Y^ -{-Z^ dadb. 



Supposons que x ^j^ z soient les coordonnées du point 
de contact d'une surface avec son plan tangent, et que Ton 
projette la droite qui joint le point 6xe avec le point 
[x ^ y^ z) sur la perpendiculaire abaissée de ce même 
point fixe sur son plan tangent -, il est facile de voir, en 
employant les notations indiquées plus haut, que R aura 
pour expression 

(i) R =r a: sin ces «p -h / sin sin y -f a cos ; 
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d'où Ton déduit 

( 2 ) ■— = 07 cos y cos Ô -t- j sin y cos — zsitiO, 

(3) -—-=:/ cos ^ sin — X sin <p sin , 

puisque 

sin G cos (j) e/^ 4- sin sin y ^y H- cos Q dz= o. 

Résolvant les équations (i), (2), (3) par rapport à 
x^y^ z , on trouve 

dK dK sin © 

ar = R sm cos <p -h -77- cos 9 cos — -; : — - y 

^ dQ ^ d(f smQ 

« . ^ . ^R . ^ ^Rcoscp 

r = R sm sm ® H- -— sin » cos H- -7 — -. — - 9 
^ dQ ^ d<fsm9 

2 = R cos —- sm . 

dB 

Et si l'on regarde 9 et ç comme des variables indépen- 
dantes dont R serait une fonction, on trouvera 

^= M^-hNcosçcos0 4-;T7sm(9 — (p), 
d9 sm0 ^0 ' 

dû! 

--- = — M cos cos f — L sm 9, 
d(f 

^ = — M ^^ -{- N sin9co&0 -h :Tr sin (0 — 9) , 
dB sm «0 

-^= — M cos sin 9 H- L cos 9, 
d(f 

dz ^r ' ^ 

_ = ~Nsm0, 
--=r Msm0. 

JR9 

De là on déduit les valeurs de X, Y, Z, faisant a = 9 y, 
b=(f^ et par suite, la valeur indiquée pour la surface. 
Dans le cas d'une courbe plane, on peut donner aussi 
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pour l'expression de la longueur de l'arc , une forme ana- 
logue à la précédente, mais qui se déduit très-aisément de 
la valeur de la perpendiculaire R abaissée d'un point fixe 
sur la tangente à la courbe. On a en effet, x, y étant les 
coordonnées du point de contact , 

R = j^ sin y -h jc ces © , 
d'où 



puisque 



-7— = y ces f — JT sin y , 



sin f Jj'-h ces y ffor = o . 
En résolvant ces deux équations , on trouve 

^R . 

j: =r R cos cp 7— sm a^ , 

a ^ 



7 =: R sin y -f- -7- cos cp : 



f/R 

— ( 

puis , en regardant R comme une fonction de <p , 



dx =: — sm Cp R H — 7— ) aep, 

\ df I 

dx= cosy (R -h ^ 1 ^<ï>. 

Ajoutant les carrés de ces deux expressions, on trouvera 
pour la longueur S de la courbe , l'expression 

Les applications de ces formules peuvent être fréquen- 
tes ; elles offrent cette particularité de présenter Texpres- 
sion de Faire ou de la longueur de la courbe, sous forme 
rationnelle. 

On trouvera ainsi que l'aire d'un ellipsoïde dont les 
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demi-axes sont «, i, c, est égale à l'intégrale double 

^ J J [^'cos^ô -♦- sin'ô(âf2cos'ç-h A^sin'(p)p' 

prise entre les limites o, -• 

Relativement à l'ellipse dont les demi-axes seraient a 
et i , on trouvera , pour Texpression de son arc , 



r ^ 

J (a' — c^ SI 



. , i, où c'=za'--.b\ 

sm'y)' 

Cda s'obtient facilement , en remarquant que la perpen- 
diculaire abaissée du centre d'un ellipsoïde sur son plan 
tangent a pour valeur 

R = ^fl» sin' ces' (p -h A' sin* B sin' ^ -f- c' cos* , 

de même que, dans l'ellipse, la perpendiculaire abaissée 
de son centre sur la tangente est égale à 



Ces valeurs s'obtiennent par le calcul , ou plus simple- 
ment en se rappelant que la somme des carrés des projec- 
tions des demi-axes principaux d'une ellipse ou d'un 
ellipsoïde sur une droite (R) est égale à la somme des car- 
rés des projections de tout autre système de diamètres 
conjugués sur la même droite. Si l'on prend pour ce se- 
cond système celui dont la perpendiculaire R fait partie , 
on arrivera à exprimer la longueur de cette droite en 
fonction des axes et des angles qu'elle fait avec eux , les- 
quels sont bien faciles à éliminer. 
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SOLUTION M U QUESTION 195 (PLllGKER) 

(voir t. VU, p. 368); 

Par m. l'abbé JULLIEN, 
Du séminaire de Vais. 



Théorème. Trois cercles étant donnés dans un même 
plan ; construisant un cercle coupant rectangulairement 
Vun des deux cercles donnés, et passant par les inter- 
sections des deux autres^ les trois nouveaux cercles 
passent par les deux mêmes points. 

Démonstration, Soient A , B, C les centres des cercles 
donnés, r^, r^, r leurs rayons, Ai, Bi, Ci les centres des 
nouveaux cercles 5 his mêmes lettres se rapportant aux 
cercles qui se coupent rectangulairement. 

Prouvons que les axes radicaux des cercles Ai, Bi, Ci 
ont un point commun non situé à Tinfini \ de plus, que 
les centres de ces cercles sont en ligne droite , et le théo- 
rème sera démontré. 

Les axes radicaux des cercles A et Bi, A et Ci concou- 
rent au centre radical des cercles A , B, C ^ donc Taxe ra- 
dical des cercles Bi et Ci passe en ce point. On démontre 
de même que les deux autres axes radicaux des cercles 
Al, Bi, Cl passent en ce point. 

Appliquons le théorème des transversales au triangle 
ABC, et, pour cela, déterminons le segment AjC. 

Al , Bi , Cl sont respectivement les côtés BC, AC, AB 
du triangle ABC, représentés par a, i, c. 

Représentant par E , D les intersections des cercles B 
et C , par F la rencontre de la corde ED avec la droite BC, 
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( ^99 ) 
et par G le pied d'une perpendiculaire abaissée de A sur 
cette même droite 6C , on a 

ÂTd = liv + Df'= A^ V 2 A. C X CF + r^ 

= A,G4-A,C-?^ J +'-J» 

(i) A.A ==r'-|-A,D = A.C -4- A.C-i^ ^ ^^l-^K^ 

V. u ' 

D'un autre côté , 

a 

Égalant les seconds membres des égalités (i) et (a), on 
obtient 

puis, en vertu de la symétrie, et par permutation tour- 
nante, 

On en déduit 

A.B = A,C4-« = ^-^^A^, 

A,CXB,AXC,B = A.BXB.CXC.A. 

Les centres Aj, Bi, Ci sont donc en ligne droite. 

Il est à remarquer que les six cercles A, B, C, Ai, Bi, Ci 
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peuvent être considérés de quatre manières différentes , 
comme partagés en deux groupes de trois cercles, ayant 
entre eux les mêmes relations que les cercles A , B , C , 
et Ai^ *^i 9 ^1* 



EXERCICES DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE AU MOYEN DE U 
LIGNE DROITE ET DU PLAN^ 

Par m. HUET, 

Professeur au collège de Toulon. 



1^. Trouver les traces d'un plan qui passe par un 
point donné , qui fasse avec la ligne de terre un angle 
donné et qui soit tel, que les traces fassent entre elles un 
angle donné. 

2°. Étant données trois droites qui se rencontrent dans 
Fespace, trouver sur l'une d'elles un point qui soit à 
égale distance des deux autres. 

3°. Étant donnés quatre points A, B, C, D, mener 
par le point A un plan tel , qu'en abaissant sur ce plan 
des perpendiculaires par les points B, C, D, leurs pieds 
soient les sommets d'un triangle équîlatéral, ou d'un 
triangle semblable à un triangle donné. 

4^. Par un point donné mener un plan qui rencontre 
un plan donné suivant une droite d'une longueur donnée 
(en considérant cette droite comme terminée à ses deux 
traces), et tel, que l'angle qu'il fait avec ce plan soit égal 
à un angle donné -, ou bien tel, que ses traces fassent entre 
elles un angle donné. 
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QUESTIONS. 

262. (~^)" = ~^C^,„4-^^C.^,n--...±C„,,„: 

n est un nombre entier positif, p une quantité quel- 
conque \ et 

t. „, ;i = r ^ • (LaT AL AN . ) 

263. Démontrer que Téquation suivante a sept racines 
comprises entre o et i : 

3432^' — i20i2:c* -f- i6632j:* — i i55o j?* -4- 4200^3 
— 756 j:^ -1-56^ — 1=0. (Gauss.)* 

224. Une sphère a un mouvement de rotation uni- 
forme autour d'un de ses diamètres , et un mouve- 
ment uniforme de révolution autour d'un axe situé hors 
de. la sphère et parallèle au diamètre axe de rotation^ les 
deux vitesses angulaires sont égales et de sens opposé^ 
chaque diamètre de la sphère décrit un cylindre. 

256. Si m=*p* — <7, la suite des fractions t^ 
' b 

a* pa -{- mb a" pa! -h mb' y — 

quelle que soit la fraction initiale -j\m^p^q^a^h sont 

des nombres entiers positifs donnés. (Prouhet.) 

266. Soient trois axes rectangulaires 5 on les divise , à 
partir de l'origine, chacun en parties égales à Tunité^ 
par les points de division d'un axe on mène respective- 

(*) M. Koralek, habile et expéditif calculateur, a trouvé les six racines 
irrationnelles avec sept décimales; la septième est o,5. 

Afin, de Maihémat., l. XI, (TNovembrc i852.) 26 
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ment des plans parallèles au plan des deux autres axes ; 
ces trois systèmes de plans parallèles déterminent, par 
leurs intersections, tous les points dont les coordonnées 
sont des nombres entiers. Soit un point d'intersection 
ayant pour coordonnées les nombres entiers m , n , ^ ; ce 
point est le sommet d'un parallélipipède. Prenons, dans 
rintérieur de ce parallélipipède, trois points ayant pour 
coordonnées entières respectives /Wi, nx^py\ w, , n^^p^-^ 
^9y ^8? P»' Le plan qui passe par ces trois points par- 
tage le parallélipipède en deux portions ; combien chaque 
portion renferme- t-elle de nombres entiers? 

267. Al, A j. As, A4, As, M sont six points situés sur 
une sphère : 

dx = distance rectiligne de A, à M, 
• r/j = id. Aj à M, 

rfa r= id. A3 à M ; 

etc. 

♦^1 = vohime du tétraèdre A^ A« A, A5 , 
(>2 = id. A, AaA^Aft, 

f:i= id. AiAjA^Aj, 

u^ =r id. A, A, A3 As, 

«'5= id. AkAjAjA*. 

On a la relation analytique 

p,é/, -h i^id^-^ v^d^^ -h «'4^4 -h ♦'s ^5 = O. (LucHTERHikND.) 

268. Étant donnés un cône du second degré et un point 
fixe dans l'intérieur du cône^ mener par ce point un plan 
tel, que la section ait le point fixe pour foyer. 

(YvoN Villauceau.) 

269. Deux surfaces se coupant suivant une ligne de 
courbure, commune à l'une et à l'autre 5 le long de cette 
ligne , les deux surfaces se coupent sous le même angle. 

(O. T.) 
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SUR LE THÉORÈME DE H. STURM^ 

D'APRis M. BORCHARDT. 

(Journal de M. Liouville, tome XII, page 54;. 1847. 

1. Lemme, Soient V = o une équation algébrique de 
degré « -, n, , a„ . . . , a^ les « racines ; V,, Vj, Vs, . , . , V„ 
les fonctions stuiTniennes ; on a 

V = (a; — a,) (or — dTj). . .(a:— a;,), 

V3= — 2(a,— âf5)*(fl,— û,)'(âr,— «3)*(^— Û4)(^— ûrs).,,(j:— r/„), 

Faisons 

^2=/^î» ^,= 2(0, — fl,)% 

-fr); 

\P\Pzl 

(StTLV ESTER.) 

/^ij P«î« • • étant des fonctions symétriques, les racines 
sont des quantités réelles -, donc les quantités 1^^ ^s ,• • • ? 
sont des quantités positives. 

Observation, Ce beau théorème, énoncé seulement par 

16. 
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Tillustre auteur (voir Nouvelles u4nnales, t. P*, p. 166). 
a été démontré par M. Sturm. 

(LiouviLLE, tome VIL, page 356; 1842.) 

2. Désignons par v^^ le coefficient de la plus haute puis- 
sance de .r"~* de x dans la fonction V;^., et formons les deux 
séries 

Soient a et (6 les nombres des permanences de signes , 
dans la première et dans la deuxième série, on aura 

a -h p=/î. 

En effet , si |3 = o , on a évidemment oc=^ n. S'il y a une 
variation dans la deuxième série, par exemple entre (^ et p'i, 
il y aura une permanence correspondante dans la série 
supérieure -, donc le nombre total des variations ne change 
pas. 

3. Soit u le nombre des racines réelles de Téquation; 
on sait qu'on a (^= a — 13, ou bien, d'après ce qui pré- 
cède , i^ = 72 — 2 (3 5 ainsi Téquation a |3 couples de ra- 
cines imaginaires, c'est-à-dire que l'équation a autant de 
couples de racines imaginaires que la seconde série pré- 
sente de variations. 

4. Il est évident , ayant égard au lemme de Sylvester. 
que l'on a 

I I I 

M As A„ 

Or Xj, Xa,..., K sont des quantités positives; donc la 
série 

i> Pi y Pu- '• y Pn 
présente le même nombre de variations que la série 

e, e, , t'î , . . . , e„ ; 
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par conséquent, l'équalion a autant de couples de racines 
imaginaires que la série en p a de variations. Ainsi, on 
peut former directement une série où les signes des termes 
apprennent à connaître le nombre des racines réelles et 
imaginaires, sans avoir besoin de calculer les fonctions 
de M. Sturm, Comme les formules de Waring donnent 
les valeurs des fonctions symétriques en fonction des 
coefficients [Nouv^eltes Annales, tome VIII, page 76), 
on trouve aisément les termes de la série en p. 

Observation, M. Hermite vient d'étendre le théorème 
de M. Sturm à deux équations à deux inconnues 5 extension 
depuis longtemps désirée, et d'une haute importance, 
même pratique. Ce théorème donne le moyen d'obtenir 
les racines imaginaires par approximation, puisque la 
recherche de ces racines se ramène à la résolution de deux 
équations , à deux inconnues. 



RECTIFICATION. 

On lit (page 333) que l'on n'a pas calculé les fonctions 
de M. Sturm, troisième et quatrième degré, pour des 
équations complètes. M. Cayley a calculé les fonctions 
V, Vj, Va, V4 pour des équations complètes de degré n 
[Journal de Mathématiques y t. XIII, p. 269-, 1848). Le 
célèbre géomètre fait voir qu'étant données deux fonc- 
tions algébriques et entières quelconques, on peut en 
déduire une suite d'autres fonctions jouissant de cette pro- 
priété , que si Tune d'elles s'évanouit pour une certaine 
valeur de la variable, les fonctions précédente et sui- 
vante sont alors de signes contraires -, propriété caracté- 
ristique des fonctions de M. Sturm. La proscription van- 
dale d'un des plus beaux , des plus utiles théorèmes des 
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temps modernes, nous impose le dcToir d'y revenir sans 
cesse. La découverte de ce théorème unique, trait de gé- 
nie, attache au nom du célèbre inventeur une gloire solide 
parmi les savants \ la seule qu'u^ savant doit ambitionner. 



TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE. — THÉORÈME DE LE6ENDRE; 

Par m. E. CATALAN. 



Dans le cours que j'ai fait cette année au lycée Saint- 
Louis, j'ai donné à mes élèves la démonstration suivante 
du célèbre théorème à l'aide duquel on ramène la réso- 
lution d'un triangle sphérique, ayant ses côtés fort petits, 
à la résolution d'un triangle rectilîgne. Cette démonstra- 
tion me paraissant assez simple, j'ai pensé qu'elle pour- 
rait peut-être intéresser les lecteurs des annales. 

Soit un triangle sphérique dont les côtés sont supposés 
très-petits relativement au rayon R de la sphère. Soient 
a, bâcles longueurs de ces côtés, exprimées en mètres. 
Nous aurons, par la formule fondamentale de la trigono- 
métrie sphérique , 

, , a b c . b . c 

( i) c<>^ n = ^^^ « ces cr H- sm - sm - ces A , 

R R il R R 

A étant l'angle opposé au côté a. 

Soit un triangle rectiligne ayant les côtés égaux à cçux 
du triangle sphérique rectifié-, nous aurons aussi 

(2) «' = 6» -+- c' — 2 ^c cos A', 

en appelant A' l'angle opposé au côté a. 
Posons 

A = A'-f-^, 
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xsersL un très*petit angle, et nous aurons, à fort peu près, 
(3) ces A = ces A' — .r sin A'. 

Celte formule suppose, bien eu tendu, que Ton a me- 
suré les angles par les arcs correspondants, dans le cercle 
dont le rayon est i . 

Développons les sinus et cosinus qui entrent dans l'équa- 
tion (1)5 nous aurons, en nous bornant aux termes du 
quatrième ordre, 

a a' a* b b' b* 

ces - = I — • H 7-— , cos - = I 



R~ 2R'^24R^' ^-.j^-. 2R'"^24R*' 

c c^ c"" 

b b b^ .ce c^ 

La substitution de ces valeurs et de la valeur (3), dans 
l'équation (i), donne 

* 2R^"*"24R<"~ \* 2R7"*'54R^/ V~iR"'"^24RV 

■^^(^•-6^) (^-6l^)(cosA'-^.sinA0; 

d'où , en effectuant et en négligeant des termes d'un ordre 
supérieur au quatrième, 

ifl' a' __ b^ c^ b' b^c' 

"" 2R^ "^ 24 R* "~ ~" 2R^ ~ 2Rr^ "^ 24 R< "** p7 
-^Ï4R^-^S^V''6RÎ""6R^)''''' R^"'^^^- 

Mais, en vertu de la formule (2), 



a" a' b^ c^ b* b^c' 

4- 



(5) 



2R»^24R^ 2R' 2R^ 24R^ 12R* 

c* bc f b^ c' \ ^ , b'c' 

■^^RÏ + R^V-6R^^-6R^j^"^^-^6R'^"^'^- 
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Retranchons membre à membre les équations (4) et ( 5) 5 
nous aurons 

b^c^ bc . ^, h'^c' 
d'où 

Soit maintenant T^ Taire du triangle rectiligne , 

T' = -^csinA: 
2 

par suite 9 

On a donc , à fort peu près , 

T" r^t »T»' 

d'où 

T' 
AH-B-+-C — 7r = — . 

Le premier membre de cette formule est ce qu'on 
nomme \ excès sphérique. En le désignant par 6 , nous 
aurons donc 

ArrrA'+ie, fi — B'+^e, C = C -f- | e. 

Ainsi 5 chacun des angles du triangle sphérique se com- 
pose de V angle correspondant du triangle rectiligne^ 
augmenté du tiers de l'excès sphérique. C'est là le théo- 
rème de Legendre. 
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TBÉORÊME DE PYTHAGORE, SPHfiRIQlIE; 

D'après Chr. GUDERMANN. 

(Journal de M. Crelle, t. XLII, p. 280; 1 85 1.) 



1. Définition. Un rectangle sphérique est un quadri- 
latère sphérique dont les côtés opposés sont égaux, et 
dont les quatre angles sont égaux. 

Un carré sphérique est un quadrilatère sphérique qui 
a les quatre côtés égaux et les quatre angles égaux. 

Dans ce qui suit, nous supprimons l'épîthète sphé- 
rique qui doit être sous-entendue. 

2. Lemme, a, /3 étant les côtés adjacents d'un rectan- 
gle, C l'angle et s l'aire, on a 

5in| = tangiataDg^p. 

Démonstration. Le rectangle est inscriptible 5 on a 
donc la formule donnée page 438 du tome VIII -, savoir : 

I I ^ I 7 . * 

tang - a tang - p lang - 7 = tang - sin y » 

OÙ y est la diagonale. 

Obsen^ation. Dans la formule citée, il faut suppri- 
mer le coefficient 2 , qui est fautif. 

On doit avoir 

tang - a tang -6<i, ou a+p<^7r. 
Corollaire. Si le rectangle devient un carré , on a 

.s I ^ TT 

sin-==tang^-«, «<-• 

3. Théorème. Etant donné un triangle rectangle j 
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a, jS sont les côtés de V angle droit, et y V hypoténuse ^ 
si Von construit sur chaque côté un carré , et que Von 
représente parc Vaire du carré construit sur V hypoténuse, 
et par a^ b les aires des carrés construits sur les deux 
autres côtés, on aura 

^(î)-(i)-a)- 

Démonstration, 

COS7 =r COS a COS P, 

, a i 1 — COS a 
sin -r = tang^ - a = > 

4 2 I + COS a 

. « 

I — sin 7^ 

4 

COS oc. = -!■• 

. a 

I -f- sin -7 

4 

On a des équations analogues pour cos (3 et cos y , donc 



/i-f-sin^ /14-siny /i-hlog-T 

y .-sm, y .-sinj y ,-log. 



4 T 4 T *=* 

c'est-à-dire 



Ko-(i)-œ- 



Obsejvation. Celte proposition est analogue à celle de 
Pythagore pour le triangle rectî ligne. 

Nous sommes obligés d'entrer dans quelques détails 
pour faire comprendre cette notation. Désignons par des 
lettres initiales capitales les lignes trigonométriques 
hyperboliques, coordonnées de Thyperbole équilatère. 
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Soient 

^ I p — ' c^^ e — ' 
Cosa:= î Sin j: = -^ ? d'où Cos'a: — Sin^ j: = i, 

e' — e^' 
Tang X = , e' =: Cos x + Sin jt , 

e"* = Cos j: — Sin x , 
a: = log (Cos x -\- Sin x)\ — x = log (Cos x — Sin x)y 



/i-f-Tangx\ 



2 JT ; 

faisons 

Tang X =z Zy 

ce qui est toujours possible; nous aurons 



■=Hs/|^ 



Par analogie , on nomme x l'arc dont la Tangente hyper- 
bolique est égale à z *, ainsi 



arc Tang = z = log i / ; 

y I — Z 



c'est l'arc dont la Tangente hyperbolique est z^ que Gu- 
dermann désigne par % (z) , quantité qui se rattache faci- 
lement à une aire hyperbolique. 

Il est aisé de voir que si le rayon de la sphère devient 

infini, ^ ( - ) devient y-' 
Donc alors 

théorème de Pythagore. 

Note. Ce beau théorème est le travail ultime du célèbre professeur de 
rUniTersité de Munster qui a fait faire tant de progrès à la géométrie de la 
sphère. Il a écrit ce théorème la veille de sa mort, et a été enlevé subitement à 
la science qu'il cultivait avec tant d'ardeur et de succès^leai septembre 1 85 1 . 
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Versé dans toutes les branches des mathématiques , il possédait surtout 
une grande habileté pour le calcul; c'est ce que montrent les nombreux 
Mémoires dont il a enrichi le Journal de M. Grelle. A la fin du premier 
cahier du tome XLIII, on trouve \e Jac-'Simile du théorème ci-dessus en 
latin et la lettre d'envoi en allemand , en caractères gothiques ; Tune et 
l'autre d'une écriture fine et très-lisible. 

Dans plusieurs questions physico-mathématiques, on fait un emploi 
avantageux des sinus, cosinus, etc., hyperboliques (I«eçoni sur Pélasticité, 
page i5a). Gudermann a publié des Tables deces lignes. M. Yvon Yillarcean 
les a considérablement perfectionnées, en calculant ces lignes par centièmes » 
à commencer par 0,0 1, et a fini par i5 ; le tout avec i5 décimales. Un gou- 
vernement s'honore en encourageant la publication de tels travaux. 



THÉORÈMES SUR LA DÉVELOPPÉE DE L'ELLIPSE; 

Par m. Georges RITT. 



Soient 

a^ y^ -h b* x^ =: a* b^ Téquation d'une ellipse, axes rectan- 
gulaires ; 

DOD' l'axe de la développée, de même direction que 
Taxe a ; 

EOE' l'axe de la développée, de même direction que 
l'axe b, 

1 . La surface totale renfermée dans la développée de 

l'ellipse est égale aux ^ d'un cercle dont le rayon est une 

moyenne proportionnelle entre les demi-axes OD, OE 
de la développée. 

2. Xi^ ji désignant les coordonnées du centre de gra- 
vité de la branche DE, on a 

**'' ~ 76 2 c{a' — è') ' 
r, = -^[5\/2 -hlog (i + V'â)] 



1 wr Y -û -r- iwg VI -T- Y -û / I - jT-r • 
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3. Xi , j 2 étant les coordonnées du centre de gravité de 
la portion de surface DOE , comprise entre les axes et 
la branche DE, 

8.6.4.2 (7) 

7.5.3.1 TT 

2 



8.6.4.2 



iî) 



7.5.3. I /tt 



(i)' 



et le centre de gravité se trouve sur le rayon vecteur issu 
du centre parallèlement à la corde ED', qui est perpendi- 
culaire à BA. 

i. La surface du solide engendré par la révolution de 
DOE autour de Taxe OE est exprimée par 

et, autour de Taxe OD, 

S, = _27r -[5 v/a 4- log (14- V^2)]. 

.Quant aux volumes , on a 

4.2.1 c« 

7.5.3 a^o 

4.2.1 c^ 

7.5.3 ab^ 

p, b 

Pi a 



de sorte que 
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THÉORÈME D ARITRHÉTIQIIE^ 

Par m. J.-A. SERRET. 

{Traité é^ Arithmétique de M. Serret, page ii6. ) 

Soieut 

Al , Aj, As, ... , A/, 

I nombres entiers quelconques. 

Soient 
Pi le produit de tous ces nombres ; 
Pj^ le produit des plus grands communs diviseurs de ces 

mêmes nombres considérés X à X ; 
P, le plus grand commun diviseur de tous les nombres. 

Soient enfin 

-, P| P3 Pfi. - •Pi— I . . 

ou 

„ P.P3P»...P, ... . 

M = p-p'p — p— « ' «*' ""P"'"- 

A 3 A 4 * 6 • • • * *■— I 

Je dis que M est le plus petit commun multiple des nom- 
bres proposés (Lebesgue, Journal de Mathématiques , 
tome II, page 258 5 1837). 

Démonstration. Soit B un facteur premier divisant k 
des nombres proposés 

A| , A29 . • • 9 A* ; 

par exemple, soieut 

a, , aj , . . , , ajt 

les expo^sants des puissances de les plus élevées par les- 
quelles ces nombres sont respectivement divisibles. Je 
supposerai , pour fixer les idées , que ces exposants sont 
rairgés par ordre de grandeur à partir du plus petit; en 
sorte que chacun d'eux peut être égal , mais non inférieur 
au précédent. 
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La plus haute puissancede dqui divise Pj a pour exposant 
CT, = a, + aa -h . . . + a*. 
Cherchons généralement l'exposant u^ de la plus haute 
puissance de 6 contenue dans Py 

Comme ceux des nombres proposés qui ne font pas 
partie de la série 

Ai 5 A29 • • « 9 A^, 

n'admettent pas le facteur 6, Pj^ n'est divisible par 9 que 
si X est inférieur ou au plus égal à â:, et il est évident que, 
pour avoir u^ il suffit de former tous les groupes de X 
nombres parmi Ai, Ag , A;t, . . . 5 de prendre dans chaque 
groupe le plus grand commun diviseur de tous les nom- 
bres , puis l'exposant de la plus haute puissance de 6, qui 
le divise 5 et enfin d'ajouter ces exposants. Or, dans cette 
somme d'exposants, ou dans xj^ a^ se trouvera autant de 
fois qu'il y a de groupes renfermant A^ ; «s se trou- 
vera autant de fois qu'il y a de groupes renfermant Aj 
et ne renfermant pas Ai ; «$ se trouvera autant de fois 
qu'il y a de groupes renfermant As et ne renfermant 
ni A2 ni Ar, et ainsi de suite, jusqu'à (x^_ ^_^^^qm 
ne se trouvera qu'une seule fois. En désignant donc par C 
le nombre des combinaisons de (i lettres X — i à X — i, on 
aura 

ou 

^^~ 1.2. ..(i-i) "'-^ 1. 2.. .(>-,) "^"^••• 
(/--,/)... (>^-,/-^X^- 2) 
1.2. ..(X — i) 
On a , d'après cela , 

CT, = a, -+- aj 4- . . . -t- a/ -f- . . . H- a*, 

it— I k^2 k — f 



«/ + ----+-«7t-;-hi- 
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"'= — TTi — "'+ — r^ — «•-»-••• 

(X-i)...2 . (X-2)...i 

''*-- I. a.. .(*-2)"'"^ 1.2. ..(>;■-,)"" 

(*-!)••. I 

CT* = 77 ^ a,. 

1.2. ..(^ — l) 

Si cr désigne rexposant de 6 au numérateur de la frac- 
tion M supposée réduite à sa plus simple expression , on 
aura 

cy = di — dj -4- Us — JSi H- . . . jZ bj*_i Zp cr^, 

donc 



[-^ 



JizJliiii-- 

I . 2 . . . {^- — I ) 
L ï '-^ 1.2... (A^ 2) 

^a I i.^ ••-,.2...(>^-/)j 

.+ a*. 

Les coefficients de ai, «j , . . . , a^^^^ sont nuls; car ce 
sont les puissances k — i, k — a, etc., du binôme i — 15 
donc 

Il suit de là que M est un nombre entier, et la puis- 
sance de 0, qui le divise , est précisément la plus haute 
puissance de 9 par laquelle Tun des nombres proposés est 
divisible ; donc M est le plus petit multiple commun des 
nombres proposés. C. Q. F. D. 
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SUR LES RACINES PRIHiTIYES DE L'ÉQUATION 

x" — I = o; 
Par m. LEBESGUE. 



1. L'équation 

a n racines données par la formule 

2iir 7. in i 

Xi = CCS h sin V — I > 

n n 

dans laquelle il faut faire successivement 

1 = 0, I, 2, 3,..., n — I. 

On lire de là 

r ik . ik I 

Xi = ces — 2 ff -h sm — 2 TT V — I • 

ik 
Pour réduire x] à Funité, il faut rendre — entier : d'où 



il suit qu'en prenant d pour plus grand commun diviseur 
de I et w, il faut que k soit multiple de -• La plus pe- 
tite valeur de k est donc -• On dit que la racine Xi ap~ 

partient a J exposant -• 

Les racines primitives sont celles qui appartiennent à 
l'exposant n^-il y en a autant que de nombres premiers à n 
et moindres que n ; représentons ce nombre de nombres 
premiers à n par 9 (w). 

2. Soit nr=.al^h^c* . . .^a^ b^ c^, , , étant des nombres 
premiers différents -, les racines non primitives de j:" = i 

Ann, de Mathémat., t. XI. (INovembre i85a.) 27 
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appartiennent nécessairement à un exposant diviseur d'un 

, , n n n 

des nombres-» t? ->•••• 
abc 

De sorte que, si Ton cherchait le plus petit multiple 

n n n 

des binômes x* — i , x — i , x^ — ' j • • • ? ce plus petit 
multiple étant X, Téquation aux racines primitives serait 

^- = °' 

équation du degré 9(^^)9 ayant pour racines précisément 
toutes les racines primitives de a:" = i . 

Quant à la règle pour trouver le plus petit multiple de 
plusieurs fonctions entières/ (a:) , F (a:) , etc. , elle est pré- 
cisément la même que celle qui sert à trouver le plus petit 
multiple de plusieurs nombres entiers. Je Paî donnée et dé- 
montrée au commencement de Tannée 1829, à peu près 
comme le fait ci-dessus M. Serret [Bulletin du Nord, 
journal scientifique publié à Moscou) \ j'ai rappelé ce 
théorème et son application à la recherche de l'équation 
auxracinesprimitivesdans mes Recherches surlesnombres 
(Journal de Mathématiques y tome H, page 258). 

n n n 

Si Ton observe que x^ — i , x — i ont x^ — i pour 

n n n 

plus grand commun diviseur, que x^ — 1,0:* — i , x*^ — i 

n 

ont x^^ — I pour plus grand commun diviseur, et ainsi 
des autres \ en posant 

n, == n(.r« - i) = \^— i) \^-i) \^— ih . ., 
Da = n \j^^l) = \a^' — 1} . . . (^**^— I j . . ., 
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en prenant pour dénominateur de n dans Di les nom- 
bres a^ b^ c^. . ,<f dans lia les combinaisons deux à deux , 
ou plutôt les produits a& , ac , . . . , dans Ils les combinai- 
sons ou produits trois à trois, tels que abc y abd^, . ., 

rt n , 

le plus petit multiple des binômes a:** — i , x* — !,•••? ^^ra 
n1.n3.n5... 

A = — > 

nj.n4.n4,,. . 

et, par suite, l'équation aux racines primitives sera 

n \jc^— I j .n (a;**'' — ij . . . 

Cette équation a été aussi donnée par M. Cauchy, 
en 1826, dans ses Exercices de Mathématiques. 

3. Les remarques suivantes facilitent le calcul de la 
fonction 9„ [x). Il suflSt de les énoncer, la démonstratioi) 
étant sans difficulté : 







V (-''"') ~v(^--)' 






(*) On lit en plusieurs endroits que Téquation aux racines primitives 
est irréductible ; la démonstration est bien connue pour le cas de n pre- 
mier ou de a:* = I ; x^-'-hx»-* -f-. . .-+-«-1- i =0 est alors l'équation 
aux racines primitives. 

Il serait bon d'indiquer d'une manière précise la démonstration géné- 
rale relative au cas de n nombre composé. 

27, 
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et ainsi de suite , 

a b'^c* abc,.. 

5**. Pour 71 = 2 TW , 

Celte dernière s'obtient au moyen de 

5i/r les racines primitisfes de Véquation a:^-*-^i= wy, 
le nombre p supposé premier. 

4. Cette équation est satisfaite par a:=i, 2, 3,...,^ — i- 
Si la racine a est telle que a* — 1 soit la moindre puis- 
sance de a , qui , diminuée de l'unité, donne un reste di- 
visible par p^ la racine a appartiendra à l'exposant ft, 
diviseur Aq p — i. Les racines primitis^es sont celles qui 
appartiennent à l'exposant p — i . 

L'équation aux racines primitives est 

la fonction ç^^i (x) étant formée comme il a été dit plus 
haut. La démonstration s'établit facilement au moyen des 
propriétés communes aux équations 

xP-^ — 1 = 0, ^P-' — 1 = py. 

Ces propositions d'algèbre supérieure, ces curiosités de 
la science, si l'on veut, n'appartenant point à l'enseîgne- 
' ment des lycées, devraient naturellement trouver leur 
place dans l'enseignement des facultés 5 car l'expérience 
a prouvé que les curiosités de la science en deviennent 
assez souvent un jour des nécessités. 

Les Tables de racines primitives, ou plutôt les Tables 
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d'indices correspondant aux nombres, et de nombres cor- 
respondant aux indices , pour un nombre premier donné , 
sont tellement utiles pour la résolution des équations nu- 
mériques indéterminées , que l'illustre Jacobi s'est occupé 
de leur formation. Ces Tables ont été publiées à Berlin 
(Impensîs Academiœ litterarum régies Borussiœ) (*). 

Dans un ouvrage assez récent , M. Desmarest a donné 
quelques règles pour trouver, presque sans calcul , une 
racine primitive pour certaines classes de nombres pre- 
miers. Il est fâcheux que son ouvrage renferme , au sujet 
des Recherches arithmétiques de M, Gauss, des assertions 
qui ne seront point acceptées par ceux qui auront lu avec 
attention cet ouvrage si justement célèbre. 

Pour démontrer ces règles , il suffit de se rappeler les 
théorèmes suivants : 

I. V équation x ^ +i^=zpy est V équation aux non- 
résidus quadratiques, 

n. Si p ^= é^q -^1^ — I est résidu quadratique ; 
Si p = 4^ -^^^ — 1 ^^^ non-résidu quadratique ^ 
Si p= 8k±iy 2 est résidu quadratique^ 
«Si* p = 8 Ait 3, 2 est non-résidu quadratique, 

III. Si p est résidu quadratique de q^ q sera résidu 
quadratique de p \ 

Sip est non-résidu quadratique de q^ q sera non-ré- 
sidu quadratique de p. 

On suppose ici petq premiers impairs, Tun au moins 
étant de forme 4 ^ -+" ' • 

IV. Les nombres premiers p et q étant tous deux de 
forme 4^-+-3 > 



(*) L'arithmologîe a subi une nouvelle perte, cruelle, 'irréparable. 
EiSENTEiN est mort, jeune d'années, vétéran de la science. Nous y 
reviendrons. 
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Si p est résidu quadratique de q^ q sera non-résidu 
quadratique de p, et réciproquement. 

Ceci posé , on a ces théorèmes : 

A. Si ^ = a* + 1 est premier, tout non-résidu est ra- 
cine primitii^e. 3 est toujours racine primitis^e. 

L'équation aux racines primitives est 

x^ -h I = py, 
qui est aussi Téquation aux non-résidus 

/? = (3 — i)' + i=3^-h2. 



car 



doncp non-résidu de 3, et 3 non-résidu de p. 

B. A* /? = 2* a -f- 1, Véquatioji aux racines primitives 
est 

j?»'""« -h I 



jf' -f- 1 

les non-^résidus sont racines primitii^es, en exceptant 
seulement ceux qui donneraient 

x^ -h I = pjr. 
Application : 

/ = 1 , /? = 2 a -h I . 

Tous les non-résidus sont racines primitives , sauf -— i , 
qui satisfait à l'équation 

X -^\z= py. 
Pour 

2 est non-résidu et racine primitive. 
, Pour 

« = 4x^4-3, /? = 8^^-4-7, 

— 2 est racine primitive. 
Pour 

f = 2, /? = 4^ +J> 
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a = a A •+- 1 donnant 

2 est racine primitive. 
Si 

il y a exception ; cela arrive pour 

/? = 5; 
si 

/= 3, p = 8a -h i; 
pour 

«<= 3, a =r 6A -h I, 

p n'est plus nombre premier; pour 

a = 6^ — I, /?==3X-+- 2 = (48/ -7), 

/^ étant non-résidu de 3, 3 sera non-résidu de ^, et, par 
suite, racine primitive; à moins que Ton n'ait 

3* H- I = 82 =5s 2.4ï = /5>r> 

Texception tombe sur 

/?=4i. 

Il serait facile de multiplier les exemples. 
Le théorème A est de M. Ricbelot. Les théorèmes 
pour 

pzziia-hi, 

ou d'autres analogues, ont été donnés par M. Prouhet; 
les autres se trouvent dans l'ouvrage de M. Desmarest. 
Bien que je n'aie plus cet ouvrage entre les mains, je 
crois pouvoir assurer que la marche ici tracée peut faire 
trouver les règles que l'auteur y a données, et bien d'autres 
de même nature. On détermine un non-résidu quadratique 
du nombre premier p, et l'on fait voir qu'il est racine de 
Téquation aux racines primitives. Soient 
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Féquation aux racines primitives , 

réquation aux non-résidus quadratiques *, on a 

N=:RQ. 

Le non-résidu n , qui est racine de N = py^ le sera aussi 
de B.=pyy si Q=spy n'a pas n pour racine. 



SOLUTION DE LA QUESTION 241 

(TOlrt. X, p. 8S7),- 

Par m. Th. LOXHAY, 

Répétiteur à TÉcole militaire de Belgique. 

Soit 

T„+a = aJn-hi -^ àT„y 

équation caractéristique d'une série récurrente ^ on a 

-^±i — -= ^ = constante. (Euler .) 

Solution. L'échelle de relation de la série récurrente 
étant composée de deux termes, on sait que la fraction 

génératrice aura la forme -7 ~- — -- j cette fraction 

pourra se décomposer en deux fractions partielles , 

et ; de sorte que l'on aura 

X — q '■ 

(x-^Px __ A B 

a' -+• p'x -\- x^ X — p X — g 



avec les relations 

p—q p—q 



A = M±i:, B = -âi±^, p + q=^', pq = .'. 
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Pour déterminer les quantités a et &, il faut remar- 
quer que le terme général de la série récurrente est donné 
par la formule 

et , par suite , 

Subtituant ces valeurs dans l'équation caractéristique, on 



aura 



mais ce résultat devant subsister pour toutes les valeurs 
imaginables de A et B, on obtiendra , en égalant séparé- 
ment les coefficients de ces quantités à zéro , 

I — ap-^- bp^ ^ o, 1 — fl^ -h bq^ = o ; 
d'où 

p^ pq 

Sil'onmultipliesuccessivemenlT^par- et par-, et que 
Ion retranche des deux produits T„^i, il viendra 

P 9" \P <ll 

multipliant encore ces deux résultats l'un par l'autre , on 



aura 



pq \p q) P^q^XP l) 
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puis, en remplaçant^ ^para, — par i, et — |j— ^ par fc", 

r = — BA 1 = constante. 



a-i)'= 



SUR LES SYSTÈMES DE COURBES ALfiÉBRIQUES PLANES QUI 
SE COUPENT ORTBOGONALEHENT ET SUR LEUR CONFOCALITÉ ; 

D'APBiS M. LE PROFESSEUR E.-E. KUMMËR. 
(Journal de M. Crelle, t. XXXV, p. 5; 1847.) 



1. Soit 

une courbe plane algébrique de degré n en a , à coor- 
données rectangulaires 5 a est un paramètre variable 5 
soît (X, Y) un point quelconque dans le plan des courbes, 
la courbe {«) passera par ce point, si nous posons 

/(X,Y, a) = 0. 

Cette équation peut se mettre sous la forme 

(a— a,) (a — a,). . .(a — a„) =0; 

«1, a, , . . . , a„ sont les racines de l'équation , et fonctions 
de X , Y ; à chacune de ces racines correspond une courbe 
donnée par Téquation (a) , et ces n courbes passent par 

le point (X, Y); en les prenant deux à deux, on a — ^ 

systèmes de deux courbes. Parmi ces systèmes, considérons 
ceux où les deux courbes se coupent orthogonalement. 
Supposons que ce soient les courbes correspondant aux 
racines «i , cz« , et prenons l'équation 

[a — a,) [n ■— «2)= o, 
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ou bien 

M, u^ w sont des fonctions généralement irrationnelles 
de X , Y. Divisant par u , et posant 

U u * 

on a 

(i) ct^-h^az — z' = o 

(on verra plus loin pourquoi on introduit + z])'^ z et Zi 
sont des fonctions de X, Y ou de a:, j-, puisque la 
courbe (a) passe par le point (X, Y). Il s'agit de déter- 
miner les fonctions z^ z^ de telle sorte, que les deux 
courbes (a, , aj) se coupent orthogonalement. Faisons 
dz = pdx -h qdy^ dz^ -= pxdx -\- q^dy ^ 

et différentions Téqualion (i) par rapport à :c et à j-; 
nous en tirerons 

(2) dy _ p^--p,z, 
dx qoLx — q\Zi 

dy 
A raison de Torthogonalité , les deux valeurs de -^ cor- 
respondant à «1, «1, multipliées ensemble, doivent 
donner — 15 exécutant la multiplication, et remplaçant 
a H- «1 par — 2 z et «i «a par — z J , on obtient 

(3) 2f, (/?> 4- 9» — ^î — q\) — iz[pp, -^qqi)= O. 

Si l'on pouvait intégrer généralement cette équation aux 
différences partielles , on aurait z et Zi en fonction de or, 
y^ et ces valeurs, étant mises dans l'équation (i), donne- 
raient le système des couples de courbes à intersections 
orthogonales. Mais cette intégrale générale n'est pas en- 
core trouvée*, cherchons des solutions particulières. 
2. Posons 

(4) /'' + '7' — />î — 7Î = 0, pp.-^qq.zzzO', 
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élimioant ^i, on a 

Ainsi 

Pi = ±q et ^, = qp/?. 

DifTérentiant la première de ces équations par rapport 
à y^ et la seconde par rapport à x, on a 
s\=z±Lt, 5, =qpr, 

OÙ fy Sj tj r', 5', t^ sont, d'après les notations, les coeffi- 
cients différentiels de z et Xi ] donc 

r-h^=o. 
L'intégrale complète de cette équation est 
(5) z =/(^ 4- if) 4-/(^ — <r) — 'F(x 4- (r) H- 'F (^ — *r) 
(Lacroix, Calcul différentiel, t. Il, p. 583, 2** édi- 
tion; i8i4)- 



On 



dx "^ djr ' 



d'où Ton tire 

(6) z, = //(a?-f. z»- //(x- <r) -t- F(x-4- 1»— F(^ - //). 

On omet le double signe, qui n'importe pas à notre su- 
jet ^ 

Ces valeurs de z et z^ satisfont à l'équation (3), et aussi 
à l'équation 

a} — HOLZ — zî = G. 

Posons 

/(X'hix)=^(x-^iy) et F{x-+-ijr)=0', 

on obtient 

a' -h 20LX — /'= o; 

système de paraboles biconfocales. 
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Donnant à a des valeurs quelconques, on obtient des 
courbes dont les intersections sont ou réelles ou imagi- 
naires , et aux points d'intersection on a toujours le pro- 

duit des — respectifs égal à — i ; ce qui donne une véri- 
table intersection orthogonale , lorsque l'intersection est 
réelle. Nous ne répéterons plus cette observation. 
Si l'on pose 

f{x -+- iy) = ifl (x4- <r)'", F(ar 4- ,y) = 1^ (^ 4- ,»«, 

et passant aux coordonnées polaires 

37 = r cos (j> , ^ = r sin <p , 

on arrive à l'équation suivante : 

!a'-h 2a(op'"cos/wy 4- ^^"sinwy) 
— («p™ smntff — ^p'*cos/î«p) = o. 

3. Passons à une autre intégrale particulière de Té- 
quation (3). A ceteflfet, considérons z comme une fonc- 
ticm de Zi et d'une nouvelle variable z^ à déterminer 
ultérieurement 5 faisons 

dZiZzzp^eU-hqidx'y 
alors 

dz dz dz dz dz dz 

eix dzx dz-i dy " dz^ ^ dz^ ' 

Substituant ces valeurs de p et de y dans l'équation (3), 
on a 

K£)'--"s,]«+'»--(l)'w+':' 

[ dz dz dz\ 

Si l'on pose 
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(système dont l'intégrale est connue), l'équation se ré- 
duit à 

<»' 4(ï)"-{£)'-]-"l=- 

qui donne immédiatement l'intégrale particulière 

d'où l'on déduit le nouveau système de courbes se coupant 
ortbogonalement , 

a»— 2a(i-z;-.z»)-zî = o, 
ou bien 

(9) '4-<- '•• 



OÙ Zi a la forme de z dans l'équation (5), et z, la forme 
de Zi dans l'équation (6). 
Si l'on fait 

/(j:4./y) = i(x-h(r) et F(^4-(r) = o, 

on a 



= I. 



a a -h I 
Faisons 

f{x 4- '>-)=- (^ + '»"> F(^ 4- i» = i ^(^ -4- />)«, 

2 2 

X =z r ces y , ^ = r sin y ; 
nous obtiendrons 

(fl p*" ces m (p -f- ftp" ces nffY 

( \ ) a ' 

^ * («p^sin wcp -f- ftp"sîn/iç)' 

«quation qui fournit une classe de courbes orthogonales 
dont les coniques font partie. 

4. Les méthodes connues fournissent l'intégrale géné- 
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raie de lequatiou (8) {voir Lacroix, Calcul différen- 
tiel, t. II, p. 547-5505 2* édition 5 i8i4). Cette inté- 
grale est le résulut de rëlimination de c entre les deux 
équations 



I Z--CZ]— [cz^ ^ ç(c)] [z, -f. (p' (c) J = o , 

où (]) (c) est une fonction arbitraire, et où 

Éliminant z entre les deux équations (11), et substi- 
tuant la valeur de z tirée de la seconde de ces équations, 
dans l'équation 

a*-h2a« — ^5 = 0, 
on a 

Si Ton élimine c, et si l'on met les valeurs de z^ et z, 
en X, y données ci-dessus , on a une équation renfermant 
les trois fonctions arbitraires /*( a? -h «y), F(x'hiy) et 
(f(c). On peut parvenir encore à d'autres systèmes de 
courbes à intersections orthogonales par divers modes 
d'intégrations, plus ou moins compliquées, de l'équa- 
tion (3). Nous ne nous y arrêtons pas, et nous ferons l'ob- 
servation suivante. 

5. Nous avons déduit des deux équations spéciales 

z^ z' 
a'H-2az, — zl = o et —H — = 1, 

a a 4- I 



les équations des courbes 
a'— 2a5: — jr^ =z o et 

On passe donc de ce système au précédent en rempla- 



2ax — x^=o et —■^— — =1 (§§ 2 et 5). 
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çant X par Zi et ^ par z^. Ce remplacement a lieu dans le 
cas général. 

En eflet, soient u et Ut deux fonctions de x et y^ et 
supposons que 

ç*-h aaa — aj = o 

représente un système de courbes k intersections ortho- 
gonales; on a 9 diaprés l'équation (3) du § 1, 



(13) 



(du duy dui dUi\ 
did^'^dx <r/ '' 



et, réciproquement, lorsque cette équation subsiste, l'é- 
quation 

a' -h 2 a « — « J = o 

représente un tel système. Supposons, maintenant, que u 
et U| sont des fonctions de Zi et Zf , et faisons , comme 
ci-dessus , 

dZi =zp,dx-hq\dyy dz^^rz p^ dx -h Çi dy ; 
alors 

du du du flu du du 

dui dui duy dux du^ du^ 

Substituant ces valeurs dans l'équation (i3), et faisant 
usage des deux équations 

on obtient 



('4) 



(du du^ du duA 
dz^ dzt dzi dz^ / 
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Cette équation se déduit de Téquation (iS), en rempla- 
çant X par ^1 et y par z^ -, c'est ce qu*il s'agissait de faire 
voir. 

S. M. Plucker appelle yb/e/ 5 d'une courbe, des points 
tels, qu'en menant par ces points des tangentes à la 
courbe, il y ait au moins deux tangentes faisant avec 
l'axe des x (par conséquent avec une droite quelcon- 
que) des angles dont les tangentes trigonométriques 
soient -f- « et — i. On suppose d'ailleurs les axes rec- 
tangulaires. Nous avons vu que , dans le système de co- 
niques à intersections rectangulaires, les courbes ont 
toutes les mêmes foyers \ et si nous adoptons la définition 
de M. Plucker, la même propriété a lieu, en général, 
pour tout système analogue. Dans un tel système, les 
courbes infiniment voisines ne doivent pas avoir d'inter- 
sections réelles 5 car, en ces points, les courbes ne se cou- 
peraient pas à angle droit, mais à angle nul^ en d'autres 
termes , un tel système de courbes ne peut pas avoir d'ew- 
^eioppe réelle. C'est pour cette raison que nous avons 
introduit le carré négatif — z] dans l'équation 
a* -}- 2az — zj = o, 

où z et Zi sont des fonctions de x et j'] que ces fonctions 
soient soumises ou non aux formes (5) et (6), pour 
avoir l'équation de l'enveloppe, il faut éliminer ce entre 
cette équation et sa dérivée 

a -h z = o, 

ce qui donne l'équation 

Zi-^ z] = o. 

Cette équation est celle d'une surface imaginaire qui 
passe par les points donnés par les équations simultanées 

z, = o , Zj = o ; 
points qui sont les mêmes pour tout le système, et qui sa- 

Ann. de Mathémat., t. XL (Novembre i852.) 28 
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lisfont aux coiulilions de focalilé établies par M. Pliuker. 
En effet , soient les deux courbes du système 

a'4-2az — zj=30, p' -1-2^3 — sJ = o, 

on en déduit 

^ — — /^°^"~/^'^' ^ — __ PP'^Pi^' . 

<ix qa — ^,z, dx q^ — 71 2| 

et aux points d'intersections réelles ou imaginaires de ces 
deux courbes , le produit des deux coefficients différentiels 
doit être égal à — i ; par conséquent, lorsque /3 diffère 
infiniment peu de a, on a 



m- 



i=±^. 



et cela pour les points. où les courbes infiniment rappro- 
chées se coupent, par conséquent, dans tous les poini^ 
donnés de Tenveloppe \ donc , aux points donnés par les 
équations simultanées 



z, = o, 



les tangentes aux courbes du système font, avec Taxe 
des a:, des angles dont les tangentes trigonométrîques sont 
-I- si — I et — \l — I ; ce qui caractérise des foyei-s. 



SUR UNE PROPRIÉTÉ NOUVELLE DE L'ÊaVATION QUI SERT A 
DETERMINER LES INÉGALITÉS SÉCULAIRES DES PLANÈTES 

(voir t. X, p. 258); 

Par m. J. SYLVESTER , 

Avocat, anciennement professeur à Londres. 



\ . Note du rédacteur. Cette propriété étant fondée 
sur les déterminants^ nous croyons utile, pour les jeunes 
lecteurs du Journal , de donner quelques explications pré- 
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liminaires. Soient n'^ quantités quelconques. disposées n 
.1 11 sur n lignes horizontales et sur/i colonnes verticales. 
Cette disposition est le tjpe d'un déterminant carrée et 
lorsqu'on applique à ces quantités la règle connue de 
Cramer, pour former les dénominateurs, dans la résolu- 
tion des équations du premier degré, on aura, en gé- 
néral, lorsqu'il n'y a lieu ni à réduction ni à annula- 
tion, une expression formée de n! termes 5 c'est le dé- 
teiminant dés^loppé ou la valeur du déterminant, 

2. Notation. L'expression a^^^? où les indices /, c 
peuvent avoir toutes les valeurs i, a, 3,..., n^ indique 
un terme quelconque du type -, la lettre / donne le quan- 
tième de la ligne, et la seconde lettre c le quantième de 
la colonne. 

Lorsqu'on a deux types formés chacun de /i* quantités, 
on peut représenter les termes généraux respectifs par 
^/ , c 5 ^/ , c ? et ainsi de suite. 

3. Multiplication de déterminant. Pour fixer les idées, 
prenons ai = 3 , et écrivons les deux déterminants 

N 

*i, 1 > ^1, ï j ^1 , :i » 

^3.1» ^3.2» t>3 . T 



Faisons 







M 




//,. 


1 > 


«1. J. 


«.,3 


f't. 


i » 


^^2,2, 


'Ï2.3 


«3, 


«9 


Û3,2, 


«i. ^ 


Al, 


— 


«l.l ^1 


,. -4-^ 


A2, 


, z=z 


«1. t ^. 


,^-\-fi 



«3,1 ^i . 1 ? 

^3.1 C'a . 2 * 



A3,,=«,,l />',.3H-«2.1 ^2, 3 -f- «3,1 ^3..T 

OnaforméAi^i en multipliant chaque terme de la pre- 
mière colonne du déterminant M par le terme correspon- 
dant de la première colonne du déterminant N 5 multi- 
pliant les termes de la première colonne de M avec chaque 
terme de la deuxième colonne de N , on a formé As, ^ , et 
de même de A^,, \ pour former A,, 2, Aa,,, Ag^g, on mul- 

28. 
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tîplie chaque terme de la seconde colonne de M successi- 
vement par les termes correspondants de la première, 
deuxième et troisième colonne de N; on forme ainsi le 
déterminant 

A|, I j A| ^ j , A| ^ 3 , 

Aj, 1 y At, 3 j Aj^ 3 , 

As^ l , A3, 2, A3, 3. 

C'est dans cette opération que consiste ce qu'on appelle 
la multiplication de deux déterminants. Quand on a trois 
déterminants, on peut former le produit des deux pre- 
miers, et ensuite multiplier ce produit par le troisième, 
et ainsi de suite. On ne parvient pas au même résultat 
en prenant les déterminants dans un ordre quelconque. 

Exemple : 

délerm. 5 ' ,X , > = determ. ! . ^ ,^ ,^ ' 

ie,/ a, b \ ,, {ae -+■ cg, qf -h ch. 

déterm. { ' '; X ' } = determ. \ , f^ 



Les déterminants ne sont pas les mêmes quant à la posi- 
tion 5 et si l'on multiplie par un troisième déterminant , 
on n'aura pas le même résidtat , selon que Ton prend une 
forme ou l'autre. 

Lorsque les déterminants sont égaux, le produit se 
nomme élévation de puissance. 

Observation, Au lieu de multiplier colonne par co- 
lonne^ on peut multiplier ligne par ligne^ le mot multi- 
plier étant pris dans le même sens que ci -dessus. 

4. Théorème. Soient les deux déterminants a^^ , , A,.,,, 
chacun de w* termes, formant le déterminant produit 
^/,cî ^/,cî soient M^ et M2 les détermina?its développés 
des deux facteurs y et P le déterminant dé\^eloppé du 
produit, on a 
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Si Von a plusieurs déterminafUs Mj, M2, M,,.,., M^, 
toujours de même espèce («*), on a 

P=:M.M2M3...Mr. 

Si les déterminants sont égaux ^ on a 

Exemple : Soient 

déterminant J ' | = M , 



déterminant \ ' i = N ; 



multipliant, on obtient le déterminant 

ae'\-cg, be-^dg\__ 
af^ch, hf'-^-dh) ' 

M = «f/ — hc^ 

P = (a^ -h cg) (V-i- d/i) — {be + dg) («/+ ch) ; 
exécutant les multiplications , on a , 

P=MN. 

5. Déterminant symétri(fu€. Si , dans un déterminant 
«^^^., on a 

les termes en diagonale de gauche à droite sont uniques-, 
tous les autres termes sont doubles et disposés symétri- 
quement par rapport à la diagonale. 

Exemple : 

a, b^ c^ 

b, d, /, 
^S /j ^y 

représente un déterminant symétrique. 

6. Théorème. Le produit de déterminants symétriques 
est un déterminant symétrique. 
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7. Théorème de M. Sylvester. Soit le déterminant 
carré symétrique 

^2, t ) ^J, a ) • • • j ^i . uy 



(M) 

dans lequel on a, d* après la d^nition, 

Élevant le déterminant à la puissance p^ on obtient 
le déterminant 

A,,., A. 

(N 



Aj, if Aj^ 2 , . . . , Aj, 



eit ce déterminant est symétrique aussi (§6) par rappon 
à la diagonale Ai, i , As, 2 v • j A„ ^ ,» j retranchant de cha- 
que terme de la diagonale symétrique de (M) la même 
quantité \ , on obtient le déterminant 



^n, i ) ^n, 2> • • • > ^«, n ^» 

Déi^eloppant ce déterminant et ordonnant par rapport 
à 1^ on obtient une expression qui, étant égalée à zéro, 
donne Véquation 

(i) ),«_/x„_, 4-^>„_,^-...(_i)«r=:o; 

équation qui a n racines réelles [voir t. X, p. 269 ). 

Retranchant de chaque terme de la diagonale symé- 
trique du déterminant (N) la quantité j^, et opérant 
comme ci- des sus , on parvient à Véquation 

(2) p" — Ffz"^» + Gf/'»~2 4. . _ (_,)«x = o ^ 
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équation quia aussi ti racines réelles. Les racines de cet le 
équation sont les racines de V équation (i), élevées cha- 
cune à la puissance p. 

Démonstration, Représontons par 

P«> Pm P3, • . • > Pp 

les ;; racines de Téqualion p^ — i = o. Écrivons le dëler- 
minant 

''i, • — Pq^i ^1, îi • • • j ^1, n? 



a, 



rijiy • 



' ) ^n , n ""* Pq^'y 



et faisons ^ égal successivement à tous les nombres de la 
suite i, 2, 3,..., ;>, on aura;? déterminants^ le produit 
de tous ces déterminants reste évidemment le même dans 
quelque ordre qu'on prenne ces déterminants , et, d'après 
les propriétés connues des racines de Tunité, tous les 
termes en p qui ne seront pas élevés à une puissance p dis- 
paraîtront , et X accompagnant toujours p, il ne reste donc 
que des X^^ et le déterminant- produit sera 

[ A|^ 1 — \P^ Aj ^ a , A|^ 3 , . . . , A| ^ R, 
i'r\\ ï Aj, , . . . . , Aj, 2 — ap , , A2 , n , 

'^ A„ , I , A;, ^ j ,.......» , A;, , n A'' ; 

où, faisant abstraction de X, on a le déterminant (JN j. 
Ainsi 

fx = >/». C. Q. F. D 

7. application, 

n zzz 1^ et p ■== 2 ; 

(.M; déterminant j 
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élevant ce déterminant au carré, on a 
a» -h b\ ab-hbc. 



^ ^ \ ab-^bc, b* -h c\ 

(P) déterminant < *! ~ ' ' 

(i) V — (a-f-c)X-+-«c — ^' = o, 

déterminant < . , ^ ' , ' 

(2) fx' — («»-Hc'-f.2^*)fii4-(flc — 6^)« = o ou f*=V. 

Faisons 

« = 2, /? = 3, 

(M) ne change pas, et l'on a 

a^-h 2,ab^'\- b^c, a^ b -^ abc -^ b^ -h bc\ 



fN) . 

"^ [à'b-^abc'^b^'^b^c, ab^ -^ ib^c -h à", 

le déterminant (P) et l'équation (i) restent les mêmes; 
mais l'équation (2) devient 

f*' — («' 4- c» + 3 fl^' -f- 3 c6^) f* 4- (^c — ^')» = o 

où 

car, ^1 et A, étant les deux racines de Téquation (i), 
on a 

>3 4- >; = fl3 + ^ 4. 3 ^^î 4. ^cb\ XJ -h X; = [ac — b^)\ 

8. M. Sylvester fait observer que son théorème est un 
cas particulier d'un théorème plus général, démontré par 
M. Borchardt , pour des déterminants quelconques, et qui 
devient le théorème démontré ci-dessus, lorsque le dé- 
terminant est symétrique [Journal de Mathématiques y 
t. Xn,p. 63-, 1847). 
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BIBLIOGRAPHIE. 

Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annales de Mathématiques 
se trouvent chez M. Bachelier, libraire, quai des Augustins , n» 55. 



Traité de Géométrie supérieure^ par M. Chastes, 
Membre de l'Institut, Professeur de Géométrie supé- 
rieure à la Faculté des Sciences de Paris. Un beau vo- 
lume in-8° de Lxxxiv-602 pages et 12 planches. Pa- 
ris, iSSaj imprimerie de Bachelier. 

Nous n'avons pas besoin d'apprendre à nos lecteurs 
combien la Géométrie doit au zèle et au talent de 
M. Ghasles. Nos recueils scientifiques renferment une 
foule de beaux Mémoires , dans lesquels le célèbre profes- 
seur de la Sorbonne nous a révélé de nombreux et impor- 
tants théorèmes, et, ce qui vaut mieux , des théories aussi 
remarquables par leur simplicité que par leur fécondité. 

Mais il ne suffit pas de découvrir des propositions nou- 
velles ; il faut encore , lorsqu'elles sont assez nombreuses 
pour changer l'aspect de la science, marquer leur place 
parmi les propositions anciennement connues, et former 
des unes et des autres un ensemble où tout se coor- 
donne sans lacune, sans disparate. Tel est le but que s'est 
proposé M. Ghasles , dans l'ouvrage dont nous allons 
rendre compte. L'auteur ne s'est pas borné à recueillir 
ses propres travaux et ceux de ses devanciers ou de ses 
contempomins : il y a joint de notables perfectionnements, 
et fait faire à la science de nouveaux progrès. 

Le Traité de Géométrie supérieure est partagé en 
quatre sections et trente-cinq chapitres. 

La première section est consacrée aux principes fon- 
damentaux, c'est-à-dire, aux théories du rapport an- 
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harmonique, de la division homograpliique et de l'invo- 
lution. ' 

M. Chasles débute par un de ces perfectionnementà 
dont nous parlions tout à l'heure. Il avertit que dans le 
cours de l'ouvrage il désignera par les signes + et — , 
le sens des segments rectilignes comptés sur la même di- 
rection et des angles décrits autour du même sommet. Un 
respect superstitieux pour la Géométrie des Anciens, joint 
à une sorte de préjugé sur la séparation absolue des mé- 
thodes dîtes synthétique et analytique , avaient empêché 
jusqu'ici les géomètres d'adopter cette utile convention. 
Les Anciens, par la nature des sujets qu'ils traitaient, 
ont pu s'en passer 5 mais les Modernes , en abordant des 
questions plus vastes , se sont trouvés bientôt exposés à 
l'un ou l'autre de ces deux inconvénients : ou ne démon- 
trer un théorème que pour un état particulier de la figure 
et étendre la conclusion aux autres états par analogie; ou 
bien accompagner chaque démonstration de Texamen de 
tous les cas particuliers. La première marche est dénuée 
de toute rigueur : la seconde , qui d'ailleurs n'est pas 
toujours praticable , est longue et embarrassée, et elle use 
inutilement les forces de l'esprit à des détails minutieux 
et sans intérêt. L'adoption du principe des signes fait dis- 
paraître ces inconvénients : il suffit d'établir d'abord quel- 
ques propositions très-simples, qui impliquent par elles- 
mêmes ce principe qu'elles conservent et transmettent 
ensuite dans toutes les déductions ultérieures. On peut alors 
raisonner sur l'état général d'une figure , comme en ana- 
lyse, ou plutôt c'est de l'analyse véritable, non plus 
restreinte à l'étude des lieux géométriques, mais appli- 
quée à toutes les parties de la Géométrie où son emploi 
apporte des simplifications. 

Un autre emprunt fait à l'analyse permet à M. Chasles 
de donner aux questions géométriques une généralité 
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encore plus grande : je veux parler de la notion des points 
et droites imaginaires , artifice ingénieux qui diminue le 
nombre des énoncés et réunit dans une même classe des 
propositions de nature très-diverse. Mais certaines mé- 
thodes font naître des découvertes avec si peu d'effort , 
qu'on s'est abandonné quelquefois au plaisir d'accumuler 
des théorèmes nouveaux sans s'inquiéter beaucoup de la 
rigueur et de l'ordre logique. C'est ainsi qu'on a souvent 
employé les imaginaires sans les bien définir, et qu'on a 
fondé plusieurs démonstrations sur un prétendu principe 
de continuité qui n'est véritablement qu'une forte induc- 
tion. Le talent profondément philosophique de M. Chasles 
lui a fait éviter ces écueils. INous ne pouvons mieux faire 
que de citer ici ses propres paroles : 

« Une étude attentive des différents procédés de dé- 
monstration qui peuvent s'appliquer à une même ques- 
tion , m'a convaincu qu'à côté d'une démonstration facile, 
fondée sur quelques propriétés accidentelles ou contin- 
gentes d'une figure, devaient s'en trouver toujours d'autres, 
fondées sur des propriétés absolues et subsistantes dans 
tous les cas que peut présenter la figure , en raison de la 
diversité de position de ses parties-, et j'ai éprouvé que la 
recherche de ces démonstrations complètement rigou- 
reuses, est d'autant plus utile qu'elle met nécessairement 
sur la voie des propositions les plus importantes, de celles 
qui établissent tous les liens qui doivent exister entre les 
différentes parties d'un même sujet — 

» Ces démonstrations deviennent aussi faciles que les 
premières, quand on a préparé la voie par la recherche 
de quelques propositions d'une certaine nature \ savoir, de 
propositions reposant sur les propriétés absolues ou pei'- 
manentes de la figure et non simplement sur ses propriétés 
contingentes. Ces propositions se distinguent par ce ca- 
ractère spécial, que les objets susceptibles de devenir inia- 
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ginaires n'y entrent pas sous forme explicite, mais s'y 
trouvent représentés par des éléments réels, de même que 
les racines d'une équation n'entrent pas par elles-mêmes 
dans les calculs de la géométrie analytique, et y sont 
représentées collectivement par les coefficients de l'é- 
quation. » 

Malgré ces bonnes raisons, il est à craindre qu'un 
long temps ne s'écoule avant que l'on adopte franchement 
les imaginaires en géométrie. Cela tient, croyons-rnous , 
à des préjugés, à des répugnances qui s* évanouiraient si 
l'on étudiait avec plus d'attention les procédés naturels 
et spontanés de l'esprit humain. On cesserait alors de 
s'étonner de bien des choses -, ou plutôt , on ne s'étonne- 
r£iitplus que d'une seule, d'avoir, comme M. Jourdain, 
fait longtemps de la prose sans le savoir. Et , en effet , les 
locutions algébriques , en ce qui concerne les imaginaires, 
ne sont pas aussi éloignées du langage habituel qu'on 
pourrait le croire. Lorsqu'on raisonne dans un certain 
ordre d'idées y à l'aide d'expressions empruntées à un 
autre ordre, les opérations de l'esprit sont alors pure- 
ment symboliques, n'ont, prises à la lettre, aucune 
réalité, et cependant elles conduisent à des conclusions 
exactes, quand on a bien marqué le sen& et les limites de 
cette correspondance singulière qui existe entre les deux 
ordres d'idées. A ce point de vue , on peut considérer les 
imaginaires comme le langage figuré des mathématiques, 
et il est sans doute aussi déraisonnable d'en priver la 
géométrie qu'il le serait de vouloir supprimer, dans le 
discours , toute expression métaphorique. 

Outre les avantages qui résultent de l'emploi judicieux 
des signes -h et — i et des imaginaires bien définies, les 
théories exposées dans ce livre présentent encore un troi- 
sième caractère de généralité. Elles s'appliquent indiffé- 
remment et avec la même facilité aux deux genres de pro- 
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positions que Von peut distinguer dans la science de ré- 
tendue , selon qu'elles se rapportent à des points ou à des 
droites : propositions qui se correspondent en vertu de 
certaines lois , auxquelles on a donné le nom de principe 
de dualité; en sorte qu'il n'est plus nécessaire de re- 
courir, pour passer des unes aux autres, aux méthodes 
de transformation des figures. Ce n'est pas que ces der- 
nières méthodes ne soient fort utiles et ne mettent souvent 
sur la voie de bien des découvertes ; mais elles ne satisfont 
pas complètement aux besoins de la science et ne peuvent 
suppléer à des démonstrations directes. 

Nous venons de traiter assez longuement quelques 
points auxquels M. Chasles attache, avec raison, une 
grande importance. Ne pouvant consacrer la même éten- 
due au reste de l'ouvrage, nous nous contenterons d'en 
donner le sommaire. 

La seconde section renferme les applications des trois 
théories fondamentales à la démonstration des propriétés 
des figures reçtilignes. On y trouve les propositions les 
plus utiles sur le triangle , le quadrilatère et les poly- 
gones-, divers modes de description d'une ligne droiie 
par points; la théorie des transversales 5 les centres des 
moyennes distances et des moyennes harmoniques. Des 
formules pour la résolution des équations et pour la 
décomposition des fractions rationnelles , y sont données 
comme conséquences de théories purement géométriques. 

La troisième section contient la théorie prise d'un 
point de vue très-général, des systèmes de coordon- 
nées servant à exprimer la position d'un point ou celle 
d'une droite-, la théorie générale de la transformation des 
figures , soit en figures du même genre appelées figures 
homo graphiques, dans lesquelles des points correspon- 
dent à des points et des droites à des droites, soit en figures 
de genre différent, appelées figures corrélaUVes, dans les- 
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quelles des points correspondent à des droites et des 
droites à des points. 

La quatrième section traite des cercles. On y trouve la 
théorie des pôles et polaires, celle des axes radicaux et les 
propriétés de quelques polygones inscrits ou circonscrits. 
Des théorèmes relatifs au cône à base circulaire et aux 
fonctions elliptiques terminent le volume. 

Tel est, dans son ensemble, le Traité de Géométrie 
supérieure, véritable monument élevé à la science de l'é- 
tendue, empreint de cette forte unité qui est le caractère 
distinctif des oeuvres capitales. Est-il besoin d'ajouter qiîe 
le style est partout clair et élégant, que les démonstrations 
simples et naturelles se suivent sans effort? M. Chasles 
n'avait garde de. se défaire de ses qualités habituelles dans 
un ouvrage destiné à perpétuer son nom. 

Nous espérons que M. Chasles voudra bien tenir le 
plus tôt possible la promesse qu'il fait implicitement en 
plusieurs endroits , de nous donner une exposition com- 
plète des propriétés des lignes et des surfaces courbes. 
Ce sera un service important rendu à la science et un 
nouveau titre à la reconnaissance des géomètres. 

Après avoir montré la valeur scientifique de ce beau 
volume, nous en signalerons encore le mérite typogra- 
phique. La netteté de l'impression , lelégante disposition 
des formules , la correction du texte ne laissent véritable- 
ment rien à désirer. Il faut en savoir d'autant plus de gré 
à M. Bachelier et à son habile prote M. Bailleul , que 
l'impression des ouvrages de mathématiques offre des 
difficultés spéciales dont on ne vient à bout qu'à force de 
soins minutieux, de patiente attention. Nous n'insiste- 
rons pas davantage , car nos lecteur^ ont sans doute sou- 
Vent pu juger par eux-mêmes de ce que Ton doit attendre 
d'un éditeur consciencieux et jaloux de sa réputation. 

(E. Prouhet. ) 
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Note. L'analj'se et la synthèsi' sont deux modes do raisonnements qu'on 
rencontre partout , dans la Géométrie aussi bien que dans l'Algèbre. Ce 
qui distingue ces deux sciences l'une de l'autre, ce sont leurs moyeAs d'in- 
vestigation. La Géométrie c.&i graphique; elle s'adresse à la fois à Vaeil exté- 
rieur ot à l'œf/ intérieur (l'intelligence). De là, une grande facilité de con- 
ception, une extrême clarté. L'Algèbre est algorithmique; elle ne s'étale que 
devant Vœil intérieur; de là, une haute abstraction, une généralité im- 
mense. Ces sciences , en se prêtant mutuellement leurs moyens respectifs , 
acquièrent les avantages attachés à ces moyens. La géométrie moderne, en 
empruntant le symbolisme algébrique, a gagné en généralisation sans 
rien perdre ni de sa clarté , ni de sa rigueur. Cette Jixnibolisation est mémo 
le but principal vers lequel se dirigent , en divers sens , les travaux des 
grands géomètres contemporains, au nombre desquels l'auteur de la 
Géométrie supérieure tient une place si distinguée. Dans cet ouvrage re- 
marquable, les mots rapport, proportion , adàition, soustraction, égalité, 
rectangle ou produit sont remplacés par des signes. L'addition étant un 
accroissement de chemin , un mouvement en avant , et la soustraction un 
mouvement en arrière , les signes -i- et — peuvent aussi servir à indiquer 
des directions opposées. M. Chasles fait ressortir l'avantage de cette nota- 
tion pour imprimer aux théorèmes un caractère de généralité et parvenir 
à de nouveaux théorèmes. Les égalités revêtant les formes d'équations , 
en les combinant , on remplace la logique traînante de l'ancienne géo- 
métrie par le calcul rapide des temps modernes. 

Depuis longtemps on fait des efforts pour introduire y^ — i dans la 
science de l'espace. Les résultats ne sont pas complètement satisfaisants. 
Mais les fonctions symétriques des racines imaginaires étant réelles, lors- ' 
(^pi'il ne s'agit que de ces fonctions , les imaginaires sont , pour ainsi dire, 
susceptibles d'être construites. C'est ainsi qu'une conique imaginaire a 
un centre réel. M. Chasles se tient dans cette sage réserve. 

Laquelle des deux méthodes, géométrique et algébrique, est préféra- 
ble? Question oiseuse, à laquelle chacun répond selon la tendance âo 
son esprit. Il faut dans chaque cas employer la méthode qui mène promp- 
tement et le plus facilement au but, mais toujours en conservant l'inexo- 
rable rigueur logique , qui est l'âme de la science. Renoncer à cette ri- 
gueur, c'est noyer la science dans le bourbier utilitaire, où l'on veut 
entraîner l'enseignement classique. 

Exemple. Lorsqu'on veut circonscrire un cercle à un triangle , on suj)- 
pose le problème résolu; on considère les côtés comme des cordes; ce 
procédé est analytique. Pour prouver que le point trouvé est également 
éloigné des sommets, on suit un procédé synthétique. 

Dans le 23® livre , Eudide donne des démonstrations analytiques et 
synthétiques de chacune des cinq premières propositions, et Pappus 
consacre presque un livre entier à la géométrie analytique; mais qui 
nVsl pas cartésienne, (jui n'est pas algorithnnijuf. Tm. 
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EXERCICE lE CALCUL. 

[ Lamé, Leçons sur l'Élasticité des corps, pages /j/| , 48 , Sg. ) 



Soient les douze équations 



-H ^3 = 1» 

-+-21 = 1, 



X| 3, -f- a7j 3a -h ^j ^3 = O , 
71 2| -1-72 Za 4-/323 =0, 



P, =€ix]'i'bx]-hcz 
P, = flj?J 4- bx\ 4- C2 
P3 = axl 4- */J 4- cz 



4- 2 £fyi z, 4- 2^x, z, 4- a/c, /, , 

4- 2€(ra2a4- 2<?X2 22 4" 2^,/a, 

-^ idy^z^-\- -1 ex^ 23 4- 2A3 73 > 

-C2a23 4- rf(r»23 4-2a73) 



4- ^{j?223 4- 22^:3) 4-/(^:2 ^3 -hra -2^3) , 
Qa = ax^X:, 4- ^/i ^3 4- cz, 23 4- </(2, /3 4- r« «3 ) 

4- 6' (.r, 23 4- 2, ara) 4-/(r . J?3 4- ar, j-g ) , 
Q3 = flX, Xa 4- hy, /a 4- C2, 2a 4- é/ ( J", 2a 4- 2, /,) 

4- c [x^ 2, 4- 22 ar.) 4-/ (^1 J, 4- /i ^i )\ 

éliminant les x, j^, z, on obtient les relations 

P, 4-Pa4-P3=^«4-^4-c, 
P,P,4-P2p3 4-P3P, -Qî — Qî — Qi 

= fl6 4- ôc 4- «c — e/' ^- e' — y*, 

P.PaP3 4-2Q.Q2Q3-P,QÎ-.PaQÎ-P3Q5 

= flfèc 4- 2 û/'^— «c?' — ^^' — cf^. 
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SOLUTION DE LA ODESTION 2S0 

(voir t. XI, p. 48); 

Par m. Casimir REY, 
De rinstitution Barbet. 



i . Lemme. Si l'on porte sur une droite, à partir d'un 
point donné, les quatre racines des deux équations 

a:' 4- />^ -H 7 = o , x' -4- /?'ar -h 7' r=r G , 

racines prises avec leurs signes , et si l'on a la rela- 
tion 2[q-hq^) = pp\ les quatre points ainsi déterminés 
sont en rapport harmonique. 

2. Théorème. Quatre points étant donnés sur une 
droite y prenant ces points deux à deux, on obtient trois 
systèmes de deux couples chacun, et à chacun de ces 
systèmes correspond un couple de points simultanément 
harmoniques aux deux couples du système^ les trois 
couples ainsi déterminés , pris deux à deux, sont har- 
moniques entre eux. (Otto Hesse.) 

Démonstration, Soient quatre points consécutifs : 

A, B, C, D sur une droite, 

P, Q deux points simult. harmon. aux points A, B; C, D, 
R, S Id. A, C; B, D, 

T, V Id, A, D; B, C; 

prenons un point O sur la droite -, faisons 

OA = a, 0B=^, OC = c, OD = rf, 
0P = /?, 0(1— qy OR = r, 0S = ^, OT = r, OV=:j^. 

Ann, de Hathémat,^ t. XI. (Décembre i852.) 29 
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En vertu du lemme , on a 

(i) 2{ab-hpq) = (a-^b)(p-hg)y 

(a) 2(cûfH-/>^)=:(c-|-./)(/?-f-^), 

(3) !i{ac-h rs)z=:{a-hc){r-h s)^ 

(4) 2(W-4- rs)=s{b + d) (r4-5). 

Éliminant a entre les équations (i) et (3), on obtient 

2(r-f- 5) {bc'i'pg)-h ^(p-hq) (rs —• bc) 
-\'[e-^b)[r-^s){p-^q)'^ ^crs-^r ^bpq = 0'y 

de même, en éliminant d entre les équations (a) et (4), 
on obtient 

ii[r'+s) (bc-hpq) -h ^{p-hq) (rs -— be) 
-i-(6— c) (r-H*) {p-\-q) — ^brs-h ^cpqz= o. 

Soustrayant ces équations Tune de l'autre , et divisant le 
reste par 2 (ft — c), on a 

(r-h5)(/?-f-7)=^2{rj-|-/?7). 

Donc 5 d'après le lemme , les points R , S , P, Q sont en 
rapport harmonique \ ou trouve de même 

(r4-y) {f-+-p)= 2(w-f.ft'), 

{p-^q) {t -^ ^) =^ ^[pq -^ tr), a Q. F. D. 

Corollaire. Les six points R , S , A , B , C , D sont en 
involutîon; de même le système T, V, A, B, C, D et 
encore quatre autres systèmes. 

Note, Af . Hesiie fait un emploi très-ingénieux de ce problème pour la 
résolution des équations biquadra tiques. (Journal de M. Crelle, t. XLI , 
p. 263; i85i.) 
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SECONDE DEMONSTRATION DU THEOREME H 8 

(fOlr t. V, p. 167); 

Par m. P.-A.-G. COLOMBIER, 

Professeur de Mathématiques, à Paris. 



Théobème. Si X désigne Vhjpoténuse d'un triangle 
rectangle, dont y et z sont les deux côtés de l'angle 
droit, je dis quon aura 

JcT^ OU <1 J"" -f- 2"*, 

suiv^ant que la valeur algébrique de m est plus grande 
ou plus petite que 2. 

Je ferai remarquer que ce théorème a été démontré , il 
y a quelques années, dans les Nou\^elles Annales, l, V, 
p. 4^3, 479 et suivantes. On peut, je crois, le démontrer 
beaucoup plus simplement ainsi qu'il suit. 

Première démonstration. On a , par hypothèse , 

m désignant une grandeur quelconque 5 si nous multi- 
plions les deux membres de cette égalité par a:'"""*, nous 
aurons 

Cela posé, supposons d'abord que la valeur algébrique 
de m soit plus grande que 1 \ dès lors, x étant plus grand 
que y et que z , 

yi^-i^ Z^jf-*^ 7^^'"*"'+ Z\Z"'''\ 

et, par suite, 

a:^ > /"* + 2" ; 

ce qui démontre la première partie du théorème. 

39' 
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Supposons, en second lieu, que la valeur algébrique 
de m soit plus petite que 2. Alors écrivons l'égalité (i) 
sous la forme 

x"^ =: r^ — - -I- 2» . • 

et , comme on a évidemment 

•^ ar'*"*" x^""* ^^"^ y'i— »i 2'—'" 

il s'ensuit que 

^/: <;;; j»" 4- ^r» . 

ce qui démontre la seconde partie du théorème. 

Seconde démonstration. En désignant par aeib deux 
fractions proprement dites, posons 

jr = ax et zz=^ bx; 
d'où 

(2) j^'"-f- z'" = ^(û'" 4- ô*"). 

Si, dans celte égalité, on fait 7?i= 2, on aura évidemment 
fl' -f- 6' = I . 

Cela posé , supposons d'abord que la valeur algébrique 
de m soit plus grande que 2 ; dès lors, a'" et fr" étant res- 
pectivement moindres que a* et fc*, on aura 

et, par suite, la relation (2) donne 

Supposons, en second lieu, que la valeur algébrique 
de m soit plus petite que 2 ; dès lors , a"" et i"* étant res- 
pectivement plus grands que a' et i*, on a 

fl" + ^'" ^ I , 
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et, par suite, la relation (2) donne 

^"' <; j"» 4- z'". 

Cas particuliers. Dans F hypothèse où w = 3 , on a 

Sous le point de Vue géométrique, cette égalité montre 
que le cube construit- sur Fhypoténuse d'un triangle 
rectangle est plus grand que la somme des cubes construits 
sur les deux côtés de l'angle droit. 



SOLUTION DE LA «UESTION 244 

(voir t. X, p. S68); 

Par m. Akgelo GENOCCHI. 



Théorème. Dans un produit de n facteurs monômes, 
on ne peut changer que a"""* — i fois les signes des fac- 
teurs j soit en totalité, soit en partie, sans changer le signe 
du produit. 

Démonstration. Le signe du produit ne change pas, si 
les facteurs qui changent de signe sont en nombre pair. 

Mais deux facteurs sur n peuvent être choisis de —^ 

manières ; quatre facteurs peuvent être choisis de 

n(n — i) (n — 2)(« — 3) 



1.2 3.4 
ITailleurs, on a 



manières ^ et ainsi de suite. 



n(n — i) n(n — i) (n — 2) (n — 3) 

2 1.2 3.4 
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donc les signes des facteurs peuvent être changés de 2"~* — r 
manières. 

Observation, M. Casimir Rey démontre le même théo- 
rème par des considérations combinatoires. 



SUR LES HÉLICES; 

Par m. a. TISSOT, 

Docteur es sciences, ancien élève de l'École Polytechnique. 



1 . Pour que le lieu des centres de courbure d'une hé- 
lice H, tracée sur un cylindre, soit une autre hélice H', 
tracée sur un cylindre parallèle au premier, il faut et il 
suffit que la section droite de celui-ci soit un cercle ou 
une spirale logarithmique. 

L'axe des z étant parallèle aux génératrices , et les deux 
autres étant perpendiculaires entre eux et au premier, 
soient 7 pour un point quelconque de H : 

x^ y^ z ses coordonnées , 

x', y^ z' celles du centre du cercle osculateur, 

p le rayon de courbure de la section droite. 

On sait que le rayon de courbure de l'hélice est parallèle 
à ce dernier, et qu'il a pour longueur p (i-f- tang* a), a dé- 
signant le complément de l'angle sous lequel H coupe les 
arêtes du cylindre \ on a donc 

z' = z et {x' -^ xY •+■ (/ — j)' = ( I 4- tang= a) ' p% 
[x' — x)dx -\' (y — y)dy ::=zQ, 

Si Ton pose 

ds'' = dx"- -H dY\ ds'^ == dx" + dy". 
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ces équations donneront 

dy 
a:' = ^ — (i -4-lang'a)p — 9 

j' = ^4-(i-f-lang^a)p — -, 

d'où Ton tire, en diâerentiant, puis en ajoutant membre 
à membre , après avoir élevé au carré , 

( 2 ) ds'^ ='tang* a <i5* + (i -h tang» a)» dp\ 

D'ailleurs , pour que le lieu des centres de courbure de H 
soit une autre hélice, dont la tangente fasse avec le plan 
des^ry un angle constant a', il faut qu'on puisse satisfaire 
à la condition 

dz' =r tangaVf'; 
et, comme on a 

dz^ = dz , dz = tang ctds, 

cette condition donne 

( 3 ) ds' zsi tang a cotang a' ds. 

On voit donc, à l'aide des équations (2) et (3), que, si 
l'on pose 

P{i 4- tang' a)» = tangua (cotang^a' — tang' a), 

il faudra qu'on ait 

(4) dp = ^ds. 

Ainsi, à partir de l'origine des arcs, le rayon de cour- 
bure de la section droite du cylindre doit croître propor- 
tionnellement à la longueur de ces arcs. 

2. Soit 

(5) dx = pdx; 

si l'on introduit, dans Féquation (4)? les expressions 

3 dx , 

P = (i -hp'Y ^7 ds=s/i -^p'dx, 
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et qu'on prenne p pour variable indépendante, elle de- 
viendra 

, . d^x ,_ ,\dx 

d'où l'on lire, en ayant égard à l'équation (5) et en re- 
présentant par c, c\ c" trois constantes arbitraires, 

Si Ton divise membre à membre, et qu'on choisisse l'ori- 
gine des coordonnées de manière à faire disparaître c' et 
e", on aura donc 



y kp — i 



ou bien, en remplaçant p par — ? et en introduisant les 



coordonnées polaires , 

dr=ikrdQ, 

Cette équation a pour intégrale 

R étant une nouvelle constante \ elle représente , par con- 
séquent, une spirale logarithmique. Pour i; = o, c'est-à- 
dire pour a'= ^o^ — a , elle donne un cercle. 

3. Si l'on remplace, dans les équations (i), x et j par 
leurs valeurs , en fonction de r et de 6, déduites de ce qui 
précède , il viendra 

j?' = — (i -f- tang^ a) [k sin 6 -I- sin' a ces 0) r, 
j' = (i -t- tang' a) [k cos — sin^ a sin ô) r. 

De ces nouvelles expressions^ on peut conclure facile- 
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ment que, k étant diflférent de zéro, la section droite du 
cylindre , sur lequel se trouve placée la seconde hélice H'^, 
est une spirale logarithmique de forme identique avec la 
première et ayant même pôle. 

Il en résulte que les deux hélices sont situées sur deux 
cônes de révolution , dont les axes et les sommets coïn- 
cident , et dont les compléments X et V des demi-angles au 
sommet satisfont à la relation 

tang a tang V zr tan g otf tang > ; 

car, en appelant tù l'angle que fait, dans les deux spi- 
rales, la tangente en un point quelconque de la courbe, 
avec la ligne qui joint ce point au pôle, on doit avoir 
tang a = tang > ces &> , 
tang a' = tang V ces w. 
Enfin , si la première hélice coupe les génératrices du 
cône sous l'angle de 45 degrés , il en sera de même de la 
seconde, et les deux -cônes se confondront 5 on aura 
alors 

a = a', \'= X', sin a = -p sin X , /' = ces 2 a. 

V2 



BIBLIOGRAPHIE. 

Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annales de Mathématiques 
se trouvent chez Bachelier, libraire, quai des Augustins, 55. 



Théorie générale des approximations numériques « a 
l'usage des candidats aux Ecoles spéciales du Gou- 
vernement; par M. J. Fieille, agrégé près la Faculté 
des Sciences de Paris, maître des conférences à l'Ecole 
Normale, chevalier de la Légion d'honneur j 1862 ; 
in-8^ de 100 pages. (Imprimerie de Bachelier.) 

Dieu seul est grand! dit Bossuet. On peut ajouter que 
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Dieu seul connait la vraie grandeur de toutes choses. 
L'homme, cet être éphémère, qui était hier un atome 
organique , qui sera demain un morceau de fumier, et qui 
est aujourd'hui un sot orgueilleux qui se croit quelque 
chose, ûveci ri, comme dit l'Apôtre, l'homme ne possède 
l'appréciation exacte d'aucune grandeur. Qu'il pèse, qu'il 
mesure, qu'il calcule, les résultats sont entachés d'er- 
reurs, approchent de la vérité, mais ne sont pas la vérité 
vraie, comme s'expriment les diplomates , avec cette dif- 
férence, que lejin de la diplomatie consiste à s'éloigner 
le plus qu'on peut de la vérité vraie, tandis que le but 
constant du géomètre est de s'en approcher le plus stric- 
tement possible, en deçà et au delà, et de resserrer les 
deux limites de plus en plus. Une de ces limites donne 
une erreur par excès et l'autre par défaut. La somme de 
ces deux erreurs est évidemment égale à la différence des 
deux limites. Donc une de ces erreurs est moindre que la 
moitié de la différence des deux limites -, il faut donc une 
première méthode pour rendre cette différence aussi pe- 
tite que l'on veut. Lorsqu'on combine par les procédés 
arithmétiques plusieurs de ces quantités approchées, le 
résultat sera renfermé aussi entre deux limites. Une se- 
conde méthode consiste à découvrir d'avance la différence 
de ces deux limites. Enfin , lorsque cette différence est 
prescrite, il faut une troisième méthode pour découvrir 
avec quel degré d'approximation il faut calculer les quan- 
tités à combiner pour que le résultat se trouve entre les 
limites prescrites. Ces trois méthodes sont l'objet princi- 
pal de la Théorie générale des approximations. 

Cette théorie consiste dans une exposition rigoureuse et 
complète de tout ce qu'on a écrit sur cette matière, avec de 
notables simplifications et améliorations, et augmentée de 
nouvelles considérations sur l'erreur reIaU\^e. On appelle 
ainsi le quotient qu'on obtient en divisant l'erreur commise 
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sur une quantité par cette quantité. L'auteur dit avec rai- 
son ; « C'est ce rapport seul , et non Terreur absolue y qui 
» caractérise nettement le degré d'approximation obtenu. 
)) Il ne suffirait pas de savoir, par exemple, que, dans la 
» mesure d'une longueur, on a fait une erreur ihoindre 
» que de i centimètre , pour en conclure que la mesure 
» est bien prise 5 car, tandis que cette erreur sera regar- 
)) dée comme négligeable pour une longueur de i o mètres, 
» la même erreur sera, au contraire, très-notable s'il 
» s'agit d'une longueur de 1 mètre » (page 2). 

Les divers théorèmes A' approximation appliqués aux 
opérations arithmétiques sont tous implicitement fondés 
sur ce qu'un nombre est un polynôme ordonné suivant les 
puissances décroissantes de 10, en allant de gauche à droite, 
et que les coefficients sont des entiers positifs , ne pouvant 
avoir que les dix valeurs de zéro à neuf. 

Voici le premier théorème : Si un nombre est calculé 
auec m chiffres exacts^ à partir du chiffre significatif k 
des plus hautes unités, l'erreur relative sera moindre que 

la fraction 7 — --• 

La démonstration revient à ceci : le nombre donné est 
de la forme 

k.ioP -\-LioP-'-^. ../loP-'"^' 4-. . .; 
les m coefficients /r, /, ..., /"sont exacts ; ceux qui suivent 
ne sont pas sûrs. Représentons cette partie non exacte 
par a •, c'est l'erreur ; on a évidemment 

a<; lo^-"»-»-'; 
et le nombre cherché étant représenté par «, quel qu'il 
soit, on a 

Donc 



/. 10"' 
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- est Teireur 
a 


relative , et à fortiori 




a ^ lo"»-» 


Si Ton sait à 


priori que 




' 




û^ (X--f-i)io'»-' 



on est sûr que les m chifl'res sont exacts. En effet ^ 

donc 

a <^ I. 

C'est l'objet d'un second théorème. 

L'auteur applique ces théorèmes aux quatre premières 
opérations de l'arithmétique, et donne des règles simples 
pour la multiplication et la division abrégées. Comme 
exemple d^addition , Tauleur calcule 



l0g2 



"''V3"*'3.3^"^5.3'"*"^"^* • •) 



et a égard : i^ aux termes négligés \ 2*^ aux chiffres né- 
gligés dans la réduction des fractions en fractions déci- 
males 5 3° à la partie décimale qu'on néglige dans le résul- 
tat. Cela peut donner une idée de la marche sévère de 
l'auteur. 

Dans la multiplication , on donne à calculer avec quatre 
chiffres exacts la longueur de la circonférence qui a pour 
rayon le côté du décagone régulier étoile, inscrit dans le 
cercle dont le rayon est i (page 3 2), c'est-à-dire le nombre 
7r(v/5-hi). 

Les exemples pour les extractions de racines sont : 

I ° calculer avec trois chiffres ex ac ts l' expression y i o -h 2 V^ , 

oo 4V*^743oo , •.' ^ 

^ i/ — ^ a une unité près. 
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L'auteur établit cette règle générale, de pratique facile : 
Dans tout calcul de multiplication , de division , d'éléva- 
tion aux puissances, d'extraction de racines, si Ton veut 
que le résultat final présente m chiffres exacts, m-}- 2 
chiffres suffisent toujours pour chacun des termes ou des 
termes des facteurs qui entrent dans le produit (pages 23, 
35, 46, 48). 

Dans la division abrégée, l'erreur du quotient rédui t à ses 
m premiers chiffres a pour limite une fraction de l'unité du 

m'*'"" chiffre, fraction marquée par (pages 39-43). 

Toutes les approximations précédemment exposées dé- 
rivent d'une formule générale , fondée sur le théorème de 
Taylor (page 81). L'auteur applique celte formule géné- 
rale à la règle de fausse position , et au calcul approché 
des racines des équations numériques, algébriques et trans- 
cendantes, et la méthode est rectifiée par la considération 

du terme -yt ^ (page 91). En regard de cette 

méthode, on a placé les formules de M. Cauchy, qui dis- 
pensent de toute hypothèse sur la dérivée seconde. L'au- 
teur pense que ces formules ne sont pas préférables aux 
précédentes, que, du moins, il est des cas où elles ne 
fournissent pas une approximation aussi rapide. 

On donne pour exemples : 1° l'emploi des parties pro- 
portionnelles dans le calcul par logarithmes^ 1^ l'équa- 
tion 

x^ — x^ — 207-4-1 = 0; 

une racine est comprise entre i, 80169 et 1,801955 3^ 

tangj? — ^ = o , X -=: 257** 27', 
à une demi-minute près. 

' Il aurait peut-être fallu donner quelques notions sur 
les méthodes d'approximation graphiques en usage dans 
les services publics. 
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Cet opuscule, de loo pages, est uu ouvrage plus în- 
slructif que certains gros volumes, où Ton trouve plé- 
thore de paroles et maigreur de pensées. 

En terminant, nous ferons observer que tous les procé- 
dés d'approximation exigent, dans chaque cas particulier, 
que le calcidateur fasse usage de sagacité ^ faculté dont les 
règles ne dispensent pas, et qu'elles ne peuvent donner. 



SDR LE QUADRILATÈRE CIRCONSCRIPTIBLE, ET SUR 
L'ÉGALITÉ DES POLYGONES; 

Par m. G.-H. NIEVENGLOSKI , 

Répétiteur au lycée Saint-Louis. 

On lit dans les Nouvelles Annales, tome IX , page 366 : 
Tout quadrilatère dans lequel la somme de deux côtés 
ijuelconques est égale à la somme des deux autres j ou 
dans lequel la différence des deux côtés quelconques est 
égale à la différence des deux autres, est circonscriptiblc 
à un cercle^ et réciproquement. 

La proposition ainsi énoncée n'est pas exacte. En effet, 
dans tout parallélogramme, la différence des deux côtés, 
même quelconques, est égale à la différence des deux 
autres , et pourtant le parallélogramme n'est pas circon- 
scriptiblc en général. 

Il faut distinguer : 

1°. Dans tout quadrilatère circonscrit à un cercle, la 
somme des deux côtés opposés est égale à la somme des 
deux autres^ et réciproquement. 

2°. Dans-tout quadrilatère ex-circonscrit à un cercle, 
la somme des deux côtés , qui forment l'angle ex-circon- 
scrit, est égale à la somme des deux autres. 
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Quant à la réciproque du second théorème, elle est 
vraie dans les quadrilatères non convexes. 

On Ht, dans les Traités de géométrie, que deux po^ 
lygones de n côtés sont égaux quand ils ont n côtés 
égaux f comprenant n — 3 angles consécutifs égaux y etc. 

Cet énoncé renferme une restriction inutile. Il n'est 
pas nécessaire, pour l'égalité des polygones, que les 
angles égaux soient consécutifs, il suffit qu'ils soient 
homologues. Pour le démontrer, joignez, par les diago- 
nales, les sommets des angles dont l'égalité n'est pas don- 
née ; les polygones partiels qui en résulteront seront évi- 
demment égaux, et, par suite, il en sera de même pour 
les deux polygones proposés. 

Le théorème ainsi corrigé est vrai sur la sphère. 



SOLUTION DE LA QUESTION 237; 

Par m. Th. LOXHAY, 

Répétiteur à TÉcole militaire de Belgique. 



L'énoncé doit être modifié de la manière suivante 
Soit 



III I m 



on a 

(-1)— 



( Arndt.) 
Solution, Si l'on développe lan'^'"' puissancedc (x — i), 
on aura, en employant les notations indiquées dans l'é- 
noncé de la question , 

(j: — l)« = .r"— /?, a:"-'-h n,x''-'-+' ... 4- (— i)""' //.^ -h (— i)" ; 
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retrancliatit du second membre le développement de 
(i — i)'*, qui n'est autre chose que zéro, il en résul- 



tera 



(:c — i)" = j:» — I — /i, (x"-' — i) 4- /ij (x""' — i) -h . . . 
+ (— !)"-•«. (x — i). 

Divisant les deux membres par (x — i), multipliant 
par dx^ et intégrant entre les limites o et i, on obtien- 
dra 

J^' X . r'jc^ — i, z'ix»- — I ^ 
(x — i)'»-'e/x= f dx — /i| I dx 
o •/o -^ "■ * Jo ^ * 

o ^ ' •/o 



mais 



I cfx = S„, I dx = S„_i , . . . , 



Donc enfin, 



= S„ — «, S„-., -f- «2 S«^,4- . . . H- (— i)*^' /2. S. 



Note. La formule est une application particulière de la formule géné- 
rale 

AVo =r„ - n, r„_, H- », r„_, - . . . . ( PROUHET . ) 
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Observation, Sur 269 questions , il en reste 3o à résoudre. Les autres 
sont résolues et imprimées, ou bien en manuscrit et paraîtront en i853. 



ERRATA. 



TOME XI. 

Page 112 , ligne 6 en remontant, au lieu de Tremoire, lises Fremoire. 
Page 161 , ligne 11 en remontant, au lieu de M,-f-, lisez M,. 
Page 161 , ligne 12 en remontant, au lieu de M, h-, lisez W I-hN,. 
Page 427, ligne 8 en descendant, au lieu de -\-z\y lisez — z\. 
Page 3oi , ligne 4 en remontant, au lieu de m, , lisez m\. 
Page 3oi , ligne 7 en remontant, au lieu de 2 d*e% lisez l\d^ e'. 
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